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Prefacio

Este protolibro tiene como finalidad presentar los contenidos tedricos necesarios
para el cursado de Preliminares de Matematica, materia comun a diversas carreras de
la Facultad de Ingenieria de la UNLPam. Como tal, este material no tiene caracter
innovador sino que es solo un soporte didactico que resulta de la recopilaciéon de

temas extraidos de otros textos de estudio los cuales se citan al finalizar el apunte.






Capitulo 1

Conjuntos Numéricos

1.1. Numeros Naturales

Los ntimeros naturales son, tal como los conocemos, 1,2,3,4,5, .... Llamamos N
al conjunto de los nimeros naturales, es decir: N = {1,2, 3,4, ...}. Estos nimeros se
usan a diario para contar. Matematicamente, contar significa decir cuantos elementos
tiene un conjunto. Por ejemplo, el conjunto {a,b, c,d} tiene 4 elementos. ;Cudntos
elementos tiene un conjunto vacio? Como un conjunto vacio no posee ningtin elemen-
to, necesitamos un simbolo nuevo que represente la cantidad de elementos de este
conjunto. Este simbolo es el 0. Llamamos Nj al conjunto de los niimeros naturales

con el cero, o sea: Ny = {0, 1,2, 3,4...}.

11
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1.1.1. Operaciones en el conjunto de los Numeros Naturales

El conjunto de los niimeros naturales tiene dos operaciones importantes: suma y
producto. La suma y el producto de niimeros naturales son operaciones que verifican

las siguientes propiedades.

Propiedades de la Suma: Sean a,b,c € N
1. Propiedad asociativa: a+ (b+c) = (a+b)+c

2. Propiedad conmutativa: a+b=0+a

Propiedades del Producto: Sean a,b,c € N
1. Propiedad asociativa: (a-b)-c=a- (b-c)
2. Propiedad conmutativa: a-b=1">-a

3. El 1 es el elemento neutro para el producto, es decir: 1.a =a.1 =a

Propiedad Distributiva del Producto respecto de la Suma Las operaciones

de suma y producto estan relacionadas por:
a(b+c¢) = ab+ ac

Notemos que la suma no tiene elemento neutro en N, aunque si en Ny: el 0, ya que

a+0=04+a=a
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Ejemplo 1.1. Veamos cémo se pueden usar estas propiedades para calcular, por

ejemplo, el cuadrado de la suma de dos niimeros naturales:

(a+b)* = (a+b)(a+0) Propiedad distributiva
=(a+0b)a+ (a+b)b  Propiedad distributiva
=a.a+ba+ab+b.b
=a’+ab+ ab+ b? Propiedad conmutativa del producto
= a® + 2ab + b?

De esto se deduce la identidad (a + b)* = a* + 2ab + b* la que resulta de gran

utilidad al momento de calcular el cuadrado de un binomio.

Ejercicio 1.2. Encontrar una férmula para calcular (a + b)3.

1.2. Numeros Enteros

1.2.1. Las operaciones y sus propiedades.

Para continuar con el estudio de los nimeros, consideremos Ny el conjunto de

los niimeros naturales y el cero, y pensemos lo siguiente: sabemos que dos niimeros
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naturales se pueden sumar y se obtiene como resultado otro niimero natural; también

se pueden multiplicar y el resultado es un nimero natural. Por ejemplo,

13+15=28€ N y 13-15=195€ N

Ademas, si quisiéramos restar uno de otro, por ejemplo, hacer 15 — 3 también se
puede dentro del conjunto N, es decir 15 —3 =12 € N.

Una situacion cotidiana que refleja esta situaciéon matematica es la siguiente: si
Matias tiene 16 figuritas, Pablo le puede pedir prestadas 12 y a Matias atin le quedan
4. En cambio, si Matias tuviera sélo 10 figuritas, Pablo no deberia esperar que le
preste 12 porque no tiene mas de 10. Es decir, jqué ocurre si queremos efectuar
la operacion de resta en el otro sentido, o sea, 10 — 127 ;A 10 se le puede sacar
127 Veremos enseguida que, en realidad, si se puede efectuar esta operacién, pero
el resultado ya no es un numero natural. Recordemos que la operaciéon suma dentro
de Ny tiene al cero como elemento neutro porque a +0 = a y 0 + a = a para
todo nimero natural a. Pero ningin nimero natural tiene un inverso dentro de
Ny respecto de la suma (con inverso de a nos referimos a un elemento b tal que
a+0b=0). La pregunta es qué tipo de niimeros deberiamos agregarle a N para que
todo elemento tenga inverso respecto de la operacién suma. En nuestro ejemplo, si
Matias tuviera 10 figuritas, Pablo podria pedirle las 10 y en este caso, Matias no se
quedarfa con ninguna. Es decir, 10 — 10 = 0, o mejor dicho, 10+ (—10) = 0 que no es

un natural pero si pertenece a Ny. Agreguémosle entonces a Ng todos los opuestos
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aditivos de sus elementos: el —1, el —2, etcétera. Llamaremos al nuevo conjunto que
construimos de esta forma, conjunto de los niimeros enteros y lo denotamos con la

letra Z. A partir de la construccion anterior:

Z=1{.-3-2-10123,..}

y como vemos, contiene a N y a Ng. Asi dentro de Z cualquier n € Z tiene un
inverso respecto de la suma al que llamaremos su opuesto. Veamos entonces que
la pregunta anterior tiene respuesta dentro de Z pues ahora podemos realizar la
resta o diferencia de cualquier par de nimeros enteros, por ejemplo en nuestro caso
particular 10 — 12 que serd calculado como 10 — 12 = 10 + (—12) = —2. Es decir,
si Matias tuviera diez figuritas, le faltarian dos para poder prestarle 12 a su amigo.
Luego como vemos en el ejemplo la conocida diferencia entre 10 y 12 resulta de

hacer la operacion suma entre 10 y el opuesto aditivo de 12.

Ejemplo 1.3. Pitagoras, filésofo y matematico griego, nacié aproximadamente en
el ano 582 a.C. y vivio 75 anos; jen qué ano murié? Si Pitagoras nacio en el ano
582 a.C., es decir, 582 anos antes del ano cero, y vivié 75 anos, entonces murié 75
anos mas tarde de su ano de nacimiento, es decir que murié en el ano 507 a.C. y la

respuesta es facilmente calculada haciendo el siguiente calculo: —582 + 75 = —507.

Ejercicio 1.4. Calcular qué diferencia de altura hay desde la cima del Aconcagua,
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que se halla a 6959 metros sobre el nivel del mar, hasta el fondo de la laguna del
Carbén, en la provincia de Santa Cruz, donde el altimetro marca 105 metros bajo
el nivel del mar.

Solucién: hay 7064 metros de diferencia entre ambas magnitudes.

Ampliado el conjunto de los nimeros naturales a este nuevo conjunto numérico,
debemos redefinir la operaciéon suma para poder realizarla ahora entre dos niimeros

enteros. La suma se realizara facilmente de acuerdo a las siguientes reglas:

v/ Si ambos niimeros tienen igual signo entonces simplemente se suman (conside-
rando los valores sin signo, realizamos la suma natural conocida) y el resultado

llevara el signo que tienen los elementos que intervienen en la operacion.

v' Si los numeros tienen distinto signo se efectia la diferencia entre ellos (consi-
derando los ntimeros sin signo hacemos la diferencia del elemento mayor menos

el menor) y el resultado llevara el signo del elemento mayor.

Ademas, en el conjunto de los nimeros enteros podemos sumar y restar sin salir

de él. Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.5. 272 4 396 = 968 — 572 — 396 = —968

D72 — 396 = 176 396 — 572 = —176
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Producto de niimeros enteros El ingrediente nuevo que aparece al multiplicar
nimeros enteros es el signo: jcémo calculamos 3 - (—2)7

Asi como para los nimeros naturales el producto 3-2 significa sumar dos veces 3,
que es 3+ 3 = 6, el producto 3- (—2) significa restar dos veces 3, o sea: —3—3 = —6.

De aqui surge la conocida regla de que para multiplicar un niimero positivo por
otro negativo: el resultado es un nimero negativo.

.Coémo calculamos (—3) - (—2)7 En este caso, debemos restar dos veces —3, o
sea: —(—3) — (—3) = 6. De esta manera notamos que el producto de dos niimeros
negativos es un ntimero positivo.

Para multiplicar “ntmeros con signo hay que respetar entonces las siguientes

reglas:

EL ‘Producto oe nimeros de igual signo + ©] +
dard por resultaoo unm nitmero poslt’wo.

el producto de nitmeros de distintp + © mm
sigwo dara por resultado un nitmerop

negativo. = O +

[

[
i 00 0 qo
1 14 4

Propiedades en Z

Las operaciones de suma y producto de Niumeros Enteros son cerradas en Z,

esto significa que dan por resultado otro nimero entero. Ademads dichas operaciones
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verifican las siguientes propiedades:

Sean a,b,c € Z,

1. Asociativa de la suma: (a +b) +c=a+ (b+c¢)

2. Conmutativa de la suma: a +b=0b+a

3. Existe 0 € Z tal que para todo a € Z se verifica: a +0=0+a =a

4. Para cada a € Z, existe un tnico elemento al que llamaremos —a € Z tal que

a+(—a)=0

5. Asociativa del producto: (a-b)-c=a-(b-c)

6. Conmutativa del producto: a-b=1"5-a

7. Existe 1 € Z tal que para todo a € Z se verifica: a-1=1-a=a

8. Distributiva del producto respecto de la suma: (a +b)-c=a-c+b-c

Ejemplo 1.6. Resolvamos el siguiente calculo combinado, utilizando las propiedades
vistas anteriormente:

(—=3)-(—=15+12-5)4+9 =

Solucion:
Para resolver cualquier calculo combinado primero debemos separar el mismo en

términos. A continuacion se resuelven los paréntesis, corchetes y llaves, en caso de
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existir, comenzando por los productos, luego las sumas, y acorde a las reglas vistas

en cada caso. Finalmente resolvemos las multiplicaciones y luego las sumas segiin

los resultados obtenidos.

(=3)- (~15+12-5)+9 = (=3)- (~15+60) +9

—(=3). 45 49

_ 135 +9

|
—
DO
(=X

Ejercicio 1.7. Resolver los siguientes calculos combinados:

a) 3—[5—(—11+2—-3+2+1)+8 —9=

b) —6—{—17—[6— (—2+5)—5] -8} —2 =

Solucion:

a) —28 b) 15
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1.2.2. Divisibilidad y algoritmo de la divisién

Imaginemos que tenemos una tableta de chocolate de seis cuadraditos que dos
amigos quieren compartir por igual. Esta operaciéon puede realizarse conveniente-
mente, y a cada uno le tocan tres de las seis partes que tiene la tableta. Ahora,
imaginemos que tenemos 7 lapiceras que queremos repartir entre los dos amigos. Es
claro que, para que a cada amigo le toque la misma cantidad, podemos darle tres
lapiceras a cada uno pero sobra una lapicera, es decir, la lapicera sobrante no puede
partirse. La division es la operacion que permite averiguar cuantas veces un nimero,
el divisor, esta contenido en otro niimero, el dividendo. Por ejemplo, el 2 estd 3 veces
en el 6, porque 3 -2 = 6, entonces 6 dividido 2 es igual a 3. En este sentido, la divi-
sion es la operacion inversa de la multiplicacion. Se denomina cociente al resultado
entero de la division. Si la division no es ezacta, es decir, el divisor no esté contenido
un numero exacto de veces en el dividendo, la operacién tendra un resto. En el caso
de las lapiceras, si se divide 7 por 2 se obtiene un cociente de 3 unidades y un resto

de 1 unidad, lo que también puede expresarse como: 7 =3 -2 + 1.

Definicién 1.8. Sia,b € Z, a # 0, decimos que a divide a b si existe ¢ € Z tal que

b = q- a, donde q es el cociente de la divisiéon de b por a.

Para expresar simbdlicamente este hecho, se escribe a|b. También se dice que b

es divisible por a, o que a es un divisor de b.
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Algoritmo de division

Para efectuar la divisién de un nimero natural por otro y obtener la expresion:

dividendo = cociente . divisor + resto

el procedimiento es el que aprendimos en la escuela primaria. Por ejemplo: para el

dividendo 4712 y divisor 23 tenemos:

4712 | 23
46| | 30z
11
00
2
20,

El algoritmo de division exige que el resto sea siempre no negativo, es decir,

positivo o cero. Podemos entonces sintetizar lo visto en el siguiente enunciado:

“Dados los enteros n y d, con d # 0 , el algoritmo de division es el procedimiento
que permite escribir de manera unica n = qd+r donde 0 < r < |d|. Los nimeros q

y r se dicen el cociente y el resto, respectivamente, de la division de n por d”.

Nota 1.9. La expresion |d| indica considerar el nimero d sin signo, es decir, positivo.

Ejemplo 1.10. 2 divide a 2 (en efecto, existe 1 € Z tal que 2 = 1- 2). También 2
divide a 4, a 6, a 8, a 20, y a todos los nimeros pares. Justamente, un nimero es
par si es divisible por 2, es decir, el resto de dividir a un niimero par por 2 es cero.

Luego, si n € Z es par, entonces n = 2k para algiun k € Z.
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Ejercicio 1.11. ;Cémo se puede describir a todos los niimeros impares?

1.2.3. Teorema fundamental de la aritmética

Definicién 1.12. Un numero entero se dice primo si tiene exactamente cuatro
divisores distintos; en otras palabras, n € Z es primo si y sé6lo si sus unicos divisores
son 1,—1,ny —n y éstos son todos distintos entre si. Un nimero entero distinto de

1,—1 y 0 que no es primo se dice compuesto.

La razon del nombre compuesto, como veremos enseguida, es que sin # 1,—1,0
no es primo, entonces n es un producto de primos. El 1 no es primo. Los primeros

primos positivos son

2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37,41, 43,47, 53,59, 61, 67, ...

Ejemplo 1.13. Los divisores de 6 son 1,2, 3,6 y sus opuestos, —1, =2, =3y —6; es
decir que 6 tiene ocho divisores en total. En particular, 6 no es primo. En cambio,

los tinicos divisores de 7 son 1,7 y sus opuestos, —1 y —7; por lo tanto, 7 es primo.
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Teorema 1.14. Teorema Fundamental de la Aritmética. Todo n € Z,n #
0,1, —1, se factoriza como producto de primos y esta factorizacion es tnica, salvo

por el orden de los factores.

Ejemplo 1.15. ;Cémo obtener la descomposicién en factores primos de un entero
dado? Calculemos la factorizacion de 360; el procedimiento consiste en dividir suce-
sivamente por los primos positivos, en orden, empezando por el 2, tantas veces como

sea posible, o sea:

360 | 2

180 | 2

90 | 2 Luego la descomposicion
45 | 3 de 360 en factores

15 |3 primos sera:

5 5 360=2-2-2-3-3-5
1

Observacion 1.16. La descomposicion en factores primos nos da la posibilidad de
calcular todos los divisores de un nimero, en el ejemplo anterior podemos calcular
los divisores de 360, conjunto que notaremos D(360) haciendo los distintos productos

entre los primos que lo componen:
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D(360) | Primos D(360) | Primos D(360) Primos
1 — 9 3-3 24 2.2.-2-3
2 2 8 2:2-2 60 2-2-3-5
3 3 12 2.2-3 40 2-2-2-5
) ) 20 2:2-5 90 3:3-2-5
6 2-3 18 2:3-3 72 2:2:2-3-3
10 2:5 45 3:3:5 120 2:2:2-3-5
15 3:9 30 2:3-5 180 2:2-3-3-5
4 2.2 36 2:2:3-3 360 2:2-2-3-3-5
Luego

D(360) = {1,2,3,4,5,6,8,9,10,12, 15, 18, 20, 24, 30, 36, 40, 45, 60, 72, 90, 120, 180, 360}
Notemos que sélo pusimos los divisores positivos de 360 aunque asumimos que los
opuestos de los valores mencionados también dividen a 360.

Observacién 1.17. La factorizacion prima de un entero negativo es la de su opuesto

aditivo multiplicada por —1.

1.2.4. Maximo comun divisor

Ademas de poder averiguar todos los divisores de un nimero, a veces es impor-

tante conocer los divisores comunes de dos enteros para dar respuesta a la pregunta,
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jcuanto vale el divisor mas grande de ambos? Por ejemplo, los divisores positivos

de 54 forman el conjunto:

D(54) = {1,2,3,6,9, 18,27, 54}

Por otra parte, los divisores positivos de 60 son:

D(60) = {1,2,3,4,5,6,10, 12,15, 20, 30, 60}

Notemos que los naturales 1,2, 3 y 6 estan en ambos conjuntos, es decir, que son
divisores comunes de 54 y 60, de los cuales el maximo es el 6. En otras palabras, 6

es el maximo comun divisor de 54 y 60; lo denotamos asi:

MCD(54,60) =6 o bien (54:60) =6

Precisemos la definiciéon usando el concepto de divisibilidad:

Definicién 1.18. Dados a y b en Z, ambos distintos de cero, el méaximo comun

divisor de a y b es un nimero natural d que verifica:

1. d|a y d|b.

2. Si ¢ € Z es cualquier otro entero tal que cla y ¢|b, entonces c|d.

La primera condicién de la definicién exige que d sea divisor de a y de b; la
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segunda, que sea el maximo entre todos los divisores comunes de a y b, ya que

cualquier otro divisor comun ¢ divide a d.

Ejemplo 1.19. Estudiemos otro ejemplo: calcular d, el maximo comun divisor de
252 y 360, a partir de sus descomposiciones primas.

Efectuemos las factorizaciones:

252 =22.32.7 y  360=2%-32.5

entonces 2 y 3 dividen a ambos nimeros. Notar que, en realidad, 22 y 32 dividen
a ambos, dado que aparecen en sus descomposiciones; no asi 22, que estd sélo en
la factorizacién de 360 pero no en la de 252. Por lo tanto: 22 - 32 divide a d. Es
decir que, dado que el 2 aparece en la descomposicion prima de 252 con exponente
2, v el 2 aparece en la descomposicién prima de 360 con exponente 3, el 2 aparece
en la descomposicién prima de d con exponente 2, que es el exponente mas chico
de los dos. Andlogamente, 3% aparece en la factorizacién en primos de d. Mds atin:
d = 22-3? de lo contrario, deberfa haber algiin otro primo que divida a d, pero como
d divide a 252 y 360, un primo tal también dividiria a 252 y 360; pero ya vimos
que los tnicos primos que los dividen a ambos son 2 y 3 y vimos también cual es la

maxima potencia de cada uno de estos primos, que divide tanto a 252 como a 360.

Observaciéon 1.20. El maximo comun divisor es el producto de los primos comunes

elevados a su menor exponente.
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Ejemplo 1.21. En una bodega hay 3 toneles de vino, cuyas capacidades son: 250(,
3601, y 540l. Su contenido se quiere envasar en cierto niimero de garrafas iguales.
Calcular las capacidades maximas de estas garrafas y el nimero de garrafas que se
necesitan.

Solucidn:

Para hallar la capacidad maxima de las garrafas debemos ver cual es el valor
maximo en que se pueden dividir simultaneamente 250, 360 y 540 litros de vino,
es decir buscamos M C'D(250, 360, 540). Para ello necesitamos la descomposicién de

cada valor en factores primos.

250 | 2 360 | 2 540 | 2

125 | 5 180 | 2 270 | 2

25 |5 90 |2 135 | 3

) ) 45 | 3 45 | 3

1 15 |3 15 |3
> > ) )
1 1

De donde: 250 = 2-5° 360 =2%.32.5 540 =22-3%-5
Y por lo tanto M CD(250,360,540) =2 -5 =10

De alli se deduce que las garrafas deberan tener una capacidad maxima de 101.
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Esto implica que se necesitan 25, 36 y 54 garrafas de vino, lo que suma un total de

115 garrafas.

Por lo tanto se necesitan en total 115 garrafas de 10/ cada una para envasar el

vino de los tres toneles.

1.2.5. Minimo comiin multiplo

Para lograr un rendimiento optimo, la fabrica X recomienda a los propietarios
de sus autos cambiar el aceite cada 6.000km vy el liquido refrigerante cada 8.000km.
¢ Cudl es la cantidad minima de km al cabo de la cual hay que renovar los dos liquidos

a la vez?

La respuesta a esta pregunta es una cantidad n de km tal que coincida el cambio
de aceite con el de liquido refrigerante; es decir que, en miles de km, n debe ser 6
0 12 0 18, etcétera para que toque hacer un cambio de aceite y, por otra parte, n debe
ser 8 0 16 ¢ 24, etcétera para que sea necesario efectuar un cambio de refrigerante.
Es decir que: n debe ser a la vez multiplo de 6 y de 8. ;Cudl es el natural que
mds fdcilmente cumple esta condicion? Seguramente 48, que es igual a 6 por 8§,
es el primer ejemplo que nos viene a la mente; claramente es un maultiplo tanto
de 6 como de 8, pero no necesariamente es el mas chico entre todos los mailtiplos
comunes. En otras palabras, n debe ser a la vez multiplo de 6 y de 8 y, entre todos

los maltiplos de 6 y de 8, nos interesa el minimo. St pensamos cuidadosamente, nos
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damos cuenta de que el minimo natural que satisface estas condiciones es n = 24, en
unidades de miles de km. La respuesta es que cada 24,000km corresponde renovar
los dos liquidos para optimizar el rendimiento. Decimos entonces que 24 es el minimo

comin multiplo de 6 y 8 y denotamos: mem(6,8) = [6 : 8] = 24

Definicién 1.22. Dados enteros a y b, un nimero natural m se dice el minimo

comun multiplo de a y b si verifica:

1. a|lm y bjm.

2. Si m/ es otro natural tal que a|lm/ y blm/, entonces m|m/.

La primera condicién de la definicion exige que m sea multiplo de a y de b;
la segunda, que sea el minimo entre todos los multiplos comunes de a y b, ya que

cualquier otro multiplo comin m’ es dividido por m.

Ejemplo 1.23. Calculemos m, el minimo comin multiplo de 252 y 360, a partir de
sus descomposiciones primas.
Como ya efectuamos anteriormente sus descomposiciones en factores primos,

sabemos que:

252 =12%.32.7 y 360=2%-32.5

El multiplo comin a ambos debe tener todos los factores primos que aparecen
en una y otra descomposicién, es decir m debe ser divisible por 2,3,5 y 7. Ademas

el valor buscado tiene que ser divisible por 252 y 360 con lo cual debe ser mayor a
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ellos, esto nos indica que los primos involucrados en la factorizacion de m no sélo
deben ser todos los que aparecen en 252 y en 360 sino que deben estar elevados a

su mayor potencia. De donde m = 23-32.5.7 = 2520.

Nota 1.24. Observemos entonces que el minimo comuin miltiplo es el producto de

los primos comunes y no comunes elevados a su mayor exponente.

Ejemplo 1.25. Un faro enciende su luz cada 12 segundos, otro cada 18 segundos
y un tercero cada minuto. A las 6,30H de la tarde los tres coinciden. Averigua las
veces que volveran a coincidir en los cinco minutos siguientes.

Solucidn:

Los tres faros encienden sus luces cada 12,18 y 60 segundos. Si a las 6,30H se
encienden los tres al mismo momento entonces debemos ver cuando estos segundos
vuelven a coincidir, y para ello buscaremos el mem(12,18,60). Para hallarlo en

primer lugar debemos factorizar en producto de sus factores primos cada valor.

12 ] 2 18 | 2 60 | 2

6 |2 9 |3 30 | 2

3 13 3 13 153

1 1 > |5
1
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De donde: 12 =223 18=2.32 60=2%-3-5
Y por lo tanto mem(12,18,60) = 22-32-5 = 180, es decir que las tres luces de los
faros se encienden juntas cada 180 segundos, lo que se corresponden a 3 minutos. Por
lo tanto, en los siguientes cinco minutos de pasadas las 6,30H las luces coincidiran

solo una vez mas a las 6,33 H.

Ejercicio 1.26. Maria quiere dividir una cartulina de 40cm de largo y 30cm de
ancho en cuadrados iguales, tan grandes como sea posible, de forma que no le sobre
ningun trozo de cartulina. ;Cuanto mediran los lados de los cuadrados obtenidos?
. Cuantos cuadrados puede hacer con una cartulina? Solucién: resultan 12 cua-

drados de 10cm de lado.

Ejercicio 1.27. Luis va a ver a su abuela cada 12 dias, y Ana cada 15 dias. Hoy
han coincidido los dos. ;De aqui a cuéntos dias volveran a coincidir en casa de su

abuela?Solucién: 60 dias.

Ejercicio 1.28. Un autobus pasa por una parada cada 18 minutos, otro cada 25
minutos y un tercer autobus cada 36 minutos. Si a las 9H de la manana han pasado
en ese lugar los tres autobuses a la vez. ;Cuantas horas minimo tienen que pasar
para que vuelvan a parar los tres simultaneamente? ; A que hora vuelven a coincidir?

Solucion: pasaran 15 H hasta que vuelvan a encontrarse.
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Ejercicio 1.29. Eva tiene una cuerda roja de 15m y una azul de 20m. Las quiere
cortar en trozos de la misma longitud, de forma que no sobre nada. ;Cual es la
longitud maxima de cada trozo de cuerda que puede cortar? ; Cuantos trozos obtiene

luego de los cortes? Solucién: resultan 7 trozos de 5m.

1.3. Numeros Racionales

Dos amigos deciden participar de un torneo de beach voley en el cual no tienen
un buen desempeno. Por eso, les dan como premio consuelo un sélo sandwich de
milanesa para compartir entre ambos. ;Cémo hacen para repartir el premio entre
los dos? La respuesta resulta bastante simple si estamos acostumbrados a trabajar
con numeros. Deberian tomar medio sandwich cada uno, pero jqué quiere decir la

. 1
mitad?, ;qué representa el niimero 5?

En la primera seccién estudiamos los ntimeros naturales y vimos aplicaciones
de los mismos a distintos problemas. En la segunda secciéon vimos la utilidad que
presenta agregar al conjunto de los nimeros naturales un elemento neutro (el cero)
y un opuesto aditivo para cada niimero natural y obtuvimos el conjunto de niimeros
enteros. Como el conjunto de niimeros naturales tiene dos operaciones importantes,
podemos tratar de agregar inversos para el producto. No hay manera de construir

un conjunto que contenga los enteros y en el cual, cada nimero tenga inverso mul-
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tiplicativo ya que el nimero debe ser no nulo pues 0.b = 0 para todo valor de b.
Tratemos entonces de agrandar el conjunto de niimeros enteros de manera tal que
en el conjunto construido todos los niimeros enteros, salvo el cero, tengan inver-
so multiplicativo. La manera intuitiva de hacerlo es considerar fracciones, esto es
. n .
cocientes de la forma 7 donde n y d son enteros y d no es cero. En tal expresion,
al nimero n se lo llama numerador y al nimero d se lo llama denominador de la
fraccion. Tenemos una buena interpretacion de las fracciones, la fraccion é repre-

senta tomar el elemento unidad 1, partirlo en d pedazos iguales y tomar uno de

esos pedazos. Siguiendo la definicién de los nimeros naturales, si n es positivo, la

1
3 -

fraccion % representa tomar n veces la fraccion
Si nos detenemos a jugar con las fracciones, vemos que hay un problema en la
definicion que dimos. La fraccion % representa tomar la mitad de la unidad, y la

fraccién % representa tomar tres veces la sexta parte de la unidad. Como vemos

fracciones distintas representan la misma cantidad, como en la figura siguiente.

L 3 4
2‘? E)ﬂ\ 8
>

Dentro de todas las fracciones que representan el mismo numero, hay una que

se destaca sobre las otras y a la cual llamaremos irreducible.

Definicién 1.30. La fraccion % es irreducible si b es positivo y MCD(a,b) = 1.

Recordemos que M CD(a, b) representa el divisor comin mayor de ambos nimeros.
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Proposicion 1.31. Toda fraccion es equivalente a una tnica fraccién irreducible.

Proposicion 1.32. Si 7 es irreducible y ¢ es equivalente a <, entonces ¢ y d son

un multiplo entero de a y de b, o sea hay un ntumero entero m tal que ¢ = am y

d = bm.

Observacion 1.33. Sean § y ¢ dos fracciones, para que sean equivalentes, por la

propiedad citada arriba, el numerador y el denominador de una de ellas deben ser

multiplos de los de la otra. De aqui podemos deducir que: si § y ¢ son equivalentes

entonces Z—g = g—g pues a denominadores iguales su numerador también debe coincidir.
Luego, dos fracciones § y < son equivalente si verifican que ad = cb.

Ejercicio 1.34. Indicar cuales de los siguientes pares de fracciones son equivalentes.

Hallar la fraccién irreducible equivalente a cada fraccion dada.

5 10
L Y% -7 Y5

1.3.1. Las operaciones y sus propiedades

Cuando extendimos los nimeros naturales para obtener un conjunto en el que

(ademds de los naturales) cada elemento tenga un opuesto aditivo, lo hicimos de
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manera tal que se mantengan las operaciones inducidas en N de suma y producto y
sus propiedades. Analogamente, si extendemos el conjunto Z a un nuevo conjunto
numérico Q para que cada entero no nulo tenga un inverso multiplicativo, debemos
definir nuevamente las operaciones suma y producto de tal manera que aplicadas a
nimeros enteros los resultados no varien y ademads se mantengan las propiedades

antes validas. Definimos entonces:

Definicién 1.35. El producto de dos fracciones 7 y 5 lo definimos como:

Notemos que si a,b € Z entonces: 22 = 2 — gp
) 11 1-1

a ¢
Definicién 1.36. Dadas dos fracciones Rl podemos definir su suma como:

_'_E_a_d_'_@_adijc
d bd bd  bd

a
b

Notemos que si a,b € Z entonces: { + % = “11—+11b =a+b

Propiedades de la suma y el producto de Niimeros Racionales

Sean %, 2,? €Q
1. Asociativa de la suma: <% + c%) + ? =3 + (5 + ;)
2. Conmutativa de la suma: % + 2 = 2 + %

3. Existe 0 € Q tal que para todo % € Q se verifica: % +0=0+ % = %



36 CAPITULO 1. CONJUNTOS NUMERICOS

a —a
4. Para cada 7 € Q, existe un tnico elemento al que llamaremos 5 € Q tal

CL+—G 0
ue — + — =
mey T

5. Asociativa del producto: <% . 2) . % = % . (CEZ . %)

a
b

Qo

6. Conmutativa del producto:

> e
ST

7. Existe 1 € Q tal que para todo % € Q se verifica: % -1=1- % = %

a : i
8. Para cada — € Q, no nulo, existe un unico elemento al que llamaremos

ax—t b a b
<Z> Zathalqueg-azl

9. Propiedad distributiva del producto respecto de la suma:
(a n c> e
b d) f

Nota 1.37. A partir de las definiciones de suma y producto podemos establecer

SR
| ®
Ul o
&qu)

una regla para el calculo de diferencias y cocientes como sigue:

Ejemplo 1.38. Las propiedades anteriores nos permiten la facil resolucién entre
otras cosas de ecuaciones y célculos combinados. Veamos un ejemplo de los mencio-

nados calculos:
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R N T P MRS,
= SRR S
—-5+ B

_ 6l

21

Ejercicio 1.39. Resolver los siguientes célculos combinados:

Solucién:
38 11
_2° b) ——— c) —1
")~ ) =7
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1.3.2. Porcentajes y Fracciéon de un total

. . ) 2
Imaginemos que tenemos una caja con 75 lapices y queremos tomar R de ellos,
eso significa entonces dividir a 75 en cinco partes iguales y de esas partes tomar sélo

dos. Numéricamente esa expresién representa:

2. 2
izg.m:go

Como vemos, tomar una fraccion de un total se resuelve multilpicando ambas mag-

nitudes. Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.40. Mariana tiene $2025 y gasté % del dinero en un jean y % de lo que
le quedaba en comprar un Libro de Aventuras. ;Cuanto dinero le queda aun?
Solucién: En primer lugar vamos a calcular cudl fue el costo del jean. Como el

2
mismo representa = del total del dinero calcularemos:
2
£ 2025 = 810

de donde, el jean costé $810. Luego de esa compra a Mariana ain le quedan 2025 —
1

810 = 1215 pesos, de los cuales gasto 3 en un libro de aventuras. Calculemos ahora

cuanto costoé el libro:

1
—-1215 =405
3

Asi, de los $1215 que tenfa Mariana luego de comprar el jean, ahora sélo le quedan
1215 — 405 = 810 pesos. Luego la respuesta a la pregunta planteada serd: a Mariana

ain le quedan $810.
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Ejercicio 1.41. Emilia tiene un libro de 144 paginas. En la primera semana, luego

de comprarlo, leyo % del total del libro. La semana siguiente leyé % de lo que le

quedaba. ;Cuantas paginas le restan leer aun? ;Qué fraccion del total representan
esas paginas?

Solucién: le restan leer 22 paginas.

Ejercicio 1.42. Mariano tiene que juntar $7200 para irse de vacaciones con sus

amigos. El sélo junto % del total pero sus padres le dieron % del total por haber

aprobado todas las materias:
1. ;Qué fracciéon del total junté? ;Cuanto representa esta fracciéon en pesos?
2. (Qué fraccion le falta?

3. Si sus abuelos le regalan $1200 mas, ;jqué fraccién del total tiene ahora?

El conocido término porcentaje es una forma de expresar una fraccion o parte de
un entero, tomando como entrero al 100. Es decir, tomar por ejemplo el 30 % de un

30
total significa tomar 100 partes de ese total. Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.43. Los embalses de agua que abastecen a una ciudad tienen una capa-

cidad total de 400km? y se encuentran al 27 % de su capacidad. ;Cuantos km? de
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agua contienen?
Solucion: De acuerdo a lo enunciado por el problema el embalse tiene tan sélo el
27% de su capacidad total, la cual es de 400km?. Averigiiemos cudnto representa

ese porcentaje en km? y para ello calcularemos:

27
— 400 = 108
100

Por lo tanto, el embalse contiene 108km3 de agua.

Ejemplo 1.44. Una maquina que fabrica tornillos produce un 3% de piezas defec-
tuosas. Si hoy se han apartado 51 tornillos defectuosos, ;cuantas piezas ha fabricado
la maquina?

Solucién: El 3% de los tornillos del total resultan defectuosos y eso representa a

51 tornillos entonces, si llamamos 71" al total producido, tenemos:

3 3
—_— = 1 = 1 L = 1
100 | 51 dedonde T =5 100 700

y por lo tanto la maquina ha fabricado 1700 tornillos, lo que responde a la pregunta

del ejemplo.

Ejercicio 1.45. Berenice ayudd a su papa a vender pizzas a domicilio durante sus
vacaciones. El ofrecié pagar a la nina el 15% de todo lo que ella vendiera. Si al

finalizar el verano Berenice habia vendido $735, 5, ;Cudnto le pagd su papa?

Ejercicio 1.46. En una ciudad de 23500 habitantes, el 68 % estan contentos con la

gestién municipal. ;Cuantos ciudadanos son?
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Ejercicio 1.47. Maria comprd, en una venta de saldos, mercancia por $4375. Si
al vender esa mercancia obtuvo una cantidad de $5425 ; Qué porcentaje obtuvo de

ganancia?

1.3.3. Orden en los Numeros Racionales

La forma de comparar nimeros racionales expresados como fraccién es buscar
fracciones equivalentes con igual denominador y comparar los numeradores. Veamos

un ejemplo:

. . , 3 4
Ejemplo 1.48. Ordenar en forma creciente las fracciones 3’3
Solucién: Para comenzar busquemos fracciones equivalentes con igual denominador.
Consideraremos como denominador comin a ambas el miltiplo comin menor, que

resulta en este caso ser 2 -3 = 6 entonces las fracciones equivalentes a las dadas,

pero con igual denominador, seran

w
w
W
)

8
3:-2 6

| ©

[}
w
[\

y como tomar 9 unidades de 6 es mas grande que tomar 8 de 6, entonces resulta que
3

6 < 6 es decir, 3 < 5

Generalicemos entonces estos resultados.
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1 T T T T I
2 23
: ' ' ! | I 6 2
! | ! I : L
I I ] 1 I
| : : [ I ! 8_4
| | 1 | | -_———
I I I i : I 6 3
Definicién 1.49. Sean =, € Q, % < sty solosi 24 < % 1o cnal Slo si
efinicién 1.49. Sean —, — — < —siysolosi — < —, lo cual ocurre sélo si
bd- Vb dY bd " db’
ad < cb de donde:
% < C—CZ S ad < cb
. . . 1 95
Ejemplo 1.50. Ordenar en forma creciente las fracciones 1081

Solucién: Para ello consideremos fracciones equivalentes a las dadas pero con deno-

minador comun e igual a 40, por ser 40 el multiplo comin mas pequeno entre 10,4

y 8.
11-4 44 9-5 45 5-10 50

10-4 40 8.5 40  4-10 40

y como vemos facilmente en las fracciones equivalentes obtenidas, resulta:

44 45 50 1 9
E<E<E de donde E<§<—

1.3.4. Representacion decimal de los ntimeros racionales

Otra de las maneras conocidas de representar los niimeros racionales es a partir

de su desarrollo decimal. Al estudiar los ntimeros enteros vimos que los podemos
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representar como una tira finita de nimeros del 0 al 9. Los nimeros racionales
tienen una representacién parecida pero la tira no tiene que ser necesariamente
finita, aunque si debe tener cierto periodo. Esto es, los niimeros racionales pueden ser
representados por una tira infinita de digitos que a partir de cierto lugar comienzan
a repretirse indefinidamente. Claramente ambas representaciones son equivalentes y
por tanto dada una fraccién podemos encontrar la expresion decimal que representa,
y al revés, dado el desarrollo decimal de un nimero racional podemos hallar una

fraccion equivalente a tal desarrollo.

Paso de fraccion a expresiéon decimal

Para poder hallar el desarrollo decimal de un niimero racional dado en forma de
fracciéon simplemente debemos realizar la divisién del numerador por el denominador

como se muestra a continuacion:

1|3 24 | 5 8 (o0

720  8755..

10 0,333.. 40 48 680

10 o) 630 778 =
1 a 7/ 500 5o 873

10 —=03 24 450

: 3 —=48=480

7 5 7 14 50'0

/
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Paso de expresion decimal a fraccién

Para pasar de la expresion decimal a fraccién se realiza de la siguiente manera.
En primer lugar debemos identificar si el niimero tiene o no periodo cero y en funcion

de eso evaluaremos los dos casos siguientes:

v' Si el nimero racional tiene en su desarrollo decimal periodo cero entonces
una fraccién equivalente a este niimero racional se encontrard tomando como
numerador el nimero dado (considerado como numero entero, es decir sin
coma) y como denominador un 1 y tantos 0 como nimeros haya en la parte

decimal. Por ejemplo:

953 12578 6289
0,953 1000 518 1000 500

v’ Si el nimero racional tiene periodo no nulo entonces la fraccién que buscamos
tendra:
* Como numerador: la parte entera seguida de las partes decimal periddica y
no periédica menos la parte entera y decimal no periédica (todo ello conside-
rado como numero entero)
* Como denominador: un 9 por cada decimal periédico y un 0 por cada decimal

no perioddico. Por ejemplo:

1523 — 152 1371 ~ —
0923 — 15 _ 37 07795:795 7 788

1,523 = _ fe8
’ 900 900 990 990
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Ejercicio 1.51. Resuelve :

1. Encuentra fracciones irreducibles que representen a los ntimeros 0,9 y 1,0

2. Encuentra fracciones irreducibles que representen a los nimeros 2, 59 y 2,6.

3. i Qué puedes deducir de los apartados anteriores?

Observacion 1.52. Dos expresiones decimales distintas pueden ser el desarrollo
decimal del mismo nimero real, y las expresiones con las cuales esto ocurre se

corresponden con las dadas en el ejemplo anterior.

1.4. Numeros Reales

1.4.1. Numeros Irracionales

Podriamos decir que la mayor parte de los cientificos de la historia (si no todos),
ya sean matematicos, fisicos, quimicos, biélogos o de cualquier otra rama, han sonado
o suenan con realizar un descubrimiento brillante, que rompa los esquemas de la
ciencia de su tiempo. Pero también es cierto que cuando esto ocurre la situacion no

suele ser del todo comoda para la persona en cuestion.
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La historia que vamos a contar se desarrolla en
torno al siglo V' a.C. en la antigua Grecia y los
protagonistas son los pitagéricos, aunque el pro-

tagonista principal es, por razones que veremos

mas adelante: Hipaso de Metaponto. Los pitagori-

. I Hippafas Metapontinus Pythgorious ﬂ a

cos tenian la firme creencia de que todo el Universo

podia ser explicado con nimeros racionales. Segin cuenta la leyenda, Hipaso fue
el culpable de mostrar que eso no podia ser real. Al parecer Hipaso se planted el
problema de medir la diagonal de un cuadrado de lado 1. Teniendo en cuenta la
condicién de pitagérico de Hipaso, es posible que él mismo esperara que la medida
de esta diagonal pudiera expresarse como un numero natural o una fraccion. .. pero
en realidad no fue asi. Hipaso se dio cuenta de que esta medida no podia expresarse
ni como un nimero natural ni como una fraccion formada por nimeros naturales.
Ahora sabemos que esta diagonal mide v/2, y que es un nimero de los conocidos
como irracionales. Cuando el propio Hipaso comunicé este descubrimiento los pi-
tagoricos lo arrojaron al mar por revelar fuera de la secta esta catdstrofe pitagdrica.
Todo parece indicar que la raiz de la muerte de Hipaso fue exactamente la raiz de
dos. Veamos el razonamiento de este matematico que lo determind a pensar que
efectivamente /2 no puede expresarse como un cociente de dos enteros. Suponga-
mos erréneamente que existe un nimero racional, digamos z, tal que = = /2, dado

que z es una fraccién (y tomemos a ésta su expresion irreducible) existiran nimeros
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enteros p y ¢ tales que

De esta igualdad deducimos que

Y despejando de esta tltima igualdad resulta que p? = 2¢?, lo que nos indica que
p?, v por lo tanto p, son ambos ntimeros pares. Dado que p es par podrd escribirse

como p = 2k para algiin nimero entero k, de donde
p? = (2k)? = 4k* = 2¢

de donde resulta que ¢> = 2k?, esto nos indica que también ¢ es un ndmero par.
Llegado este momento del razonamiento tenemos como conclusién que tanto p como
¢ ambos son numeros pares, esto indica que la fraccién § no puede ser irreducible
ya que tanto su numerador como su denominador son divisibles por dos. He aqui el
absurso que acabé con la vida de Hipaso. Claramente lo anterior nos indica que los
numeros racionales no completan el total de niimeros que necesitamos para trabajar,
una vez mas debemos ampliar el comjunto numérico si queremos medir cualquier
distancia. Notemos que, como lo mencionamos anteriormente, los niimeros racionales
(que incluyen a los ntiimeros enteros y por tanto a los naturales también) son aquellos

cuya expresion decimal tiene infinitas cifras decimales que se repiten con cierto

periodo, como ya lo adelantamos, esos no son todos los niimeros que conocemos, por
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ejemplo, que ocurre con nimeros como

0,10110011100011110000 - - -

Esta expresion decimal es no periddica y por tanto no es un nimero racional, al
igual que nos ocurrié con v/2. Al conjunto de nimeros cuya expresién decimal posee
infinitas cifras no periddicas lo llamaremos conjunto de los nimeros Irracionales y lo
simbolizaremos por I. La suma y producto de niimeros iracionales puede ser racional
o irracional. El conjunto de los niimeros Reales, representados por R, es el conjunto
de todos los nimeros vistos hasta aqui, para visualizarlo podemos describirlo de la

siguiente manera:

1.4.2. Las operaciones y propiedades

Las operaciones de suma y producto de Numeros Reales son cerradas en R,
esto significa que dan por resultado otro nimero real. Ademés dichas operaciones

verifican las siguientes propiedades: Sean a, b, c € R,
1. Asociativa de la suma: (a +0b0) +c=a+ (b+¢)

2. Conmutativa de la suma: a +b=0b+4a
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10.

11.

12.

13.

. Existe 0 € R tal que para todo a € R se verifica: a+0=0+a =a

. Para cada a € R, existe un tnico elemento al que llamaremos —a € R tal que

a+(—a)=0

. Asociativa del producto: (a-b)-c=a-(b-c)

Conmutativa del producto: a-b=10b-a

Existe 1 € R tal que para todo a € R se verifica: a-1=1-a=a

. Para cada a € R, no nulo, existe un tinico elemento al que llamaremos ¢! € R

talque a-a ! =1

. Distributiva del Producto respecto de la Suma:

(a+b)-c=a-c+b-c

Por cumplir las anteriores propiedades diremos que R tiene estructura de cuer-
po. Ademas de las anteriores, algunas otras propiedades que se verifican en R,

y que nos seran de utilidad, son las siguientes:

a+b=a+c=b=c

a0 =0a=0

ab=0=a=0 0 b=0

Sia# 0y ab=acentonces b = c
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1.4.3. El orden en los niimeros reales

Formalmente diremos que dados dos numeros rales a y b, a es menor que b si
ocurre que b — a > 0. Sin embargo esta definicion es poco préactica a la hora de

establecer el orden entre ellos. Una forma de comparar niimeros reales es a través

de su desarrollo decimal. Supongamos por ejemplo que
x = 0,1235549 y = 0,1234549

En este caso los primeros tres digitos después de la coma, de z y de y coinciden,
mientras que el cuarto digito de x es mayor que el de y, y por lo tanto diremos que

x > 1. Veamos algunos ejemplos:
v —1,213<0,12 v —1,213 > —1,2132

v 1,213 < 1,2132 v 0,209 < 0,210

Nota 1.53. Debemos tener cuidado y no usar este orden para comparar expresiones
distintas que representan el mismo numero real, como se vio en ejercicios anteriores.
Este tipo de orden no puede utilizarse para comparar 1 y 0,9 pues son expresiones

distintas para el mismo ntmero real.

Propiedades del Orden en R

La relacion de orden < verifica, para todos a, b, ¢ reales, las siguientes propieda-

des:



1.4. NUMEROS REALES 51

1. Vale una y sé6lo una de las siguientes a<b 6 a=b 6 a>Db

2.a<by b<c = a<c

3.0<ay b<c = ab<ac

4. a<0 y b<c = ab>ac

5. a<b = a+c<b+c

Nota 1.54. diremos que a € R es positivo si a > 0.

Nota 1.55. la relacién a < b indica que a < b o a = b.

Nota 1.56. entre dos ntumeros reales cualesquiera a y b hay infinitos reales, en

a+b a+b
particular, existe + tal que a < % <b.

1.4.4. La recta numérica

Un concepto fundamental que relaciona la nocién abstracta de ntimero real con
la nocién geométrica de punto, es la representacion de cada niimero sobre una recta
orientada llamada recta numérica. La recta numérica es una recta sobre la cual se
elige un punto que representara al origen de la misma (el 0), se toma otro punto a
la derecha de éste que representara al 1. La distancia entre el 0 y el 1 determinara la
escala de la recta y por lo tanto es la distancia que se usara para separar cada niimero

entero de su siguiente y de su anterior. Por ultimo, se indica el sentido creciente de
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la recta mediante una punta de flecha colocada en el extremo derecho de la misma.
Cada punto colocado en la recta indicara en su lugar la distancia del mismo al origen.
Como ya sabemos, los nimeros racionales no llenan la recta numérica pues existen
valores sobre la recta que no son alcanzados por ningun racional, por ejemplo el
nimero 7, aunque si es cierto que a cada ntimero real se le puede asociar un punto
de la recta numérica y viceversa, a cada punto de la recta real se le puede asociar un
valor real inico. Aunque a los efectos practicos representar con exactitud cualquier
numero resulte imposible, si podemos hacerlo de manera aproximada. Veamos ahora

algunos ejemlpos de como ubicar niimeros en la recta real.

Ejemplo 1.57. Marca en la recta real ;Z
Solucion: Para ubicar el ;Z en la recta real debemos dividir cada unidad en 4 partes

iguales y marcar en la séptima de ellas.

o
—

L I BN
o

. . 2 3
Ejemplo 1.58. Marca en la misma recta real £y 5
Solucién: En este caso deberemos dividir cada unidad primero en 5 y luego en 2
partes iguales con lo cual vamos a dividir cada unidad en 10 = mem(2, 5) para poder

marcar ambas fracciones en la misma recta real.

Ejemplo 1.59. Ubica en la recta real el niimero irracional v/2.

Solucién: Notemos que 2 = 1+ 1 y por tanto (\/5)2 =14+1=12+1%de
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o wn|ro

[ = WS

donde v/2 = /12 4+ 12. ;De qué nos sirven estas equivalencias? Pues por el tan co-
nocido Teorema de Pitagoras, si dibujamos un triangulo ABC' cuyos catetos AB y
AC tengan medida 1, entonces su hipotenusa AC medird v/2, siendo éste el valor

que queremos ubicar en la recta. Para hacerlo entonces trazaremos uno de los catetos

coincidiendo con el segmento de recta [0, 1] que
claramente tiene medida 1, en angulo recto con

éste trazaremos el otro cateto como se indica en la

figura y por ultimo la hipotenusa, cuyo valor es

V2, la cual serd transportada, con la ayuda de un compés, sobre la recta numérica

para obtener respuesta al enunciado del ejemplo.

5 3

Ejercicio 1.60. Marcar en una misma recta numérica los puntos: v/3, 5,5 v luego

ordenar los numeros en orden ascendente.
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1.5. Potenciacién y Radicacion

1.5.1. Potenciacidon.

Definicién 1.61. Siendo a un niimero real y n un ntimero entero positivo, se define
la potencia enésima de a, como el nimero real a” resultado del producto de n
factores iguales a a.

En simbolos:

a’ = a.a.q........ a
—_—

n factores

donde a se llama base de la potencia, n el exponente y a™ simboliza la potencia

enésima de a.

Ejemplo 1.62. (—5)? es la potencia dos de (—5), que se lee (—5) al cuadrado, y su

resultado es: (—5)? = (—=5)(=5) =25

Ejemplo 1.63. 22 es la potencia tercera de x, donde se acostumbra leer potencia

ctibica de z o z al cubo, siendo 2% = zzz.

2\° 2
Ejemplo 1.64. (—g) es la potencia cibica de (_§)’ cuyo resultado es

SIRSICICIE

Observacion 1.65. De la definiciéon de potenciacién enésima, deducimos: “La po-
tencia de un nimero sélo es negativa, cuando la base es negativa y el exponente es

impar; en los otros casos el resultado es positivo.”
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Definicién 1.66. Si aes un nuimero real distinto de 0 y n es un nimero entero

positivo, definimos:

w1
at=—
an
Ejemplo 1.67.
1 1
32=—_="=
32 9
Ejemplo 1.68.
3\ 2\ 22 8
2)  \3) B 21
Ejemplo 1.69.
471 — i — 1
41 4

Propiedades de la potenciacion:

1. Propiedad distributiva respecto al producto.
Si a y b son ntmeros reales y n es un nimero entero positivo, entonces:
(ab)" = a"b"
Ejemplo 1.70.
((=3)z)* = (—=3)*2* = 81a*
2. Propiedad distributiva respecto al cociente.

Sia€R,beR—{0} yn esun nimero entero positivo, se cumple:

n

G) =%
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Ejemplo 1.71.

Cony;éo:G)Q:@:x—z

Observaciéon 1.72. La potenciacion no es distributiva con respecto a la

suma ni a la resta.

Ejemplo 1.73.

(a+b)" #a"+ 0"

Ejemplo 1.74.

(x+3)* #2° + 9

. Producto de potencias de igual base.

Sia € Ry m,n son dos nimeros enteros positivos entonces:

si a # 0 la propiedad puede aplicarse para m,n enteros.

Ejemplo 1.75.

(=2)°(=2)°(=2)72 = (=2)*"** P = (=2)" = 128

. Cociente de potencias de igual base.

Sia e R—{0} y m, nson enteros, entonces:
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Ejemplo 1.76.

35
§:35—2:33:27
am n
Observacién 1.77. Cuando m = n resulta — = — = ¢" " = a°; pero como
a a"
a" B
— =1, entonces a” = 1.
a/'I’L
Ejemplo 1.78.
3
x
— = 23 =2"=1
x

5. Potencia de potencia.

Sia € Ry m,n nimeros enteros positivos, se cumple:

Ejemplo 1.79.

Ejercicio 1.80. Determinar cudles de las siguientes propiedades de potenciaciéon

estan bien aplicadas. En el caso de ser incorrecta, corregirlo.

L. (a-b)"=a™-b" 3. (a+0b)" =a"+b" 5. (@™)" = a™™

m
_ ,m+n .
Q-G—n—a 4. a™-a" =am"
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Ejercicio 1.81. Resolver los siguientes ejercicios aplicando las propiedades de po-

tenciacion:

1. 3((2-3)—12—13>_ (3-22)72 3. (3%)7(2-3%) 7 (18)

-1

> (;)2 (2—2 ~ (§)1> 72 L@ (@]

Solucion:

1.1 9. 31092 3.1 A 3

1.5.2. Radicaciéon

La potenciacion nos permite calcular la potencia de un niimero, cuando se conoce

la base y el exponente, por ejemplo:
3% = 27 = potencia ciibica de 3;

pero qué operacién nos permitird encontrar la base, cuando conocemos la potencia y
el exponente de un nimero; por ejemplo si se tiene x3 = 27, nos interesa conocer el

valor de x que al elevarlo al cubo nos da 27. Para ello damos la siguiente definicién:
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Definicién 1.82. Dado un ntimero entero n, mayor que 1 y un numero real a,

llamamos raiz enésima de a al nimero real b que cumple:

" =a

siendo n el indice de la raiz y a el radicando.

Ejemplo 1.83. 23 = 8; es decir la raiz cibica de 8 es 2.

Ejemplo 1.84. Dado que (—2)°> = —32, esto es la raiz quinta de (—2) es —32.

Ejemplo 1.85. Como 5% = 25y (—5)? = 25, tanto 5 como (—5) son raices de indice

2 de 25.

Notacién 1.86. Se denota la raiz enésima de a como {/a. En particular,

Ja = +/ay selee la raiz cuadrada de a
V/a es la raiz cubica de a,
va es la raiz cuarta de a,

v/a es la raiz quinta de a.

Ejemplo 1.87. Si v* = —4, no existe un ntimero real b cuyo cuadrado resulte

negativo. De este ejemplo se concluye la siguiente observacion:

Observacion 1.88. Si el radicando a es menor a cero, /a esta definida sélo cuando

n es impar. No existe raiz real de indice n par de un nimero negativo.
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Propiedades de la radicacién:

Cualesquiera sean los numeros reales a,b y los nimeros m,n enteros mayores

que 1, valen las siguientes propiedades:

1.
n impar
Vab = C/E% sélo si =
npar,a>0yb>0
Ejemplo 1.89.
V425 =V4./25=2-5=10
Ejemplo 1.90.
/8 (=27) = V8- /=27 =2-(-3) = —6
2.
n n impar y b # 0
K % = g s6lo si =
n par,a >0y b >0
Ejemplo 1.91.
121z V121z* 1122
64y \f64y”2  8y°
3.

n impar
(Va)™ = Vam  sélo si =

nparya>0
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Ejemplo 1.92.

a>0
{/ ¥a= "¥/a sblosi=

a < 0y n,m impares
Ejemplo 1.93.

\/ V64 = V64 = 2

1.5.3. Potencia con exponente racional positivo.

Hasta el momento dimos la definicion de potenciacién cuando el exponente es
un numero entero, nos queda ahora por definir el concepto de potenciaciéon cuando
el exponente es un nimero racional.

Comenzamos primero definiendo la potenciacién cuando el exponente es un

, . 1
numero racional de la forma —.
n

Definicién 1.94. Siendo n un nimero entero mayor que 1 y a un ntmero real, si

{/a es un niimero real

Ejemplo 1.95.

(—27)5 = V=27 = -3
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. . s m a .
Definiremos ahora la expresién a» donde el exponente es un niimero racional
positivo. Si la propiedad a™™ = (a™)™ vale para exponentes racionales, teniendo
) m 1 ., m ..
en cuenta que el cociente — = —m, la expresion a~» puede adoptar las siguientes
n n

formas equivalentes:

, . . . . e m
De aqui que deducimos la siguiente definicion para a» :

Definicién 1.96. Sean m, n ntiimeros enteros positivos con n > 1y a 'y {/a nimeros

reales, definimos:

313

¥ = (Yay"
sia>06a<0ynimpar, resulta (/a)™ = ¥/a™.
Ejemplo 1.97.

252 = (V25)* = 5% = 125, que coincide con V253 = /15625 = 125

Observacién 1.98. Sacar raiz y luego elevar: ({/a)™ = (a=)™ = an es igual a

. 1
elevar y luego sacar raiz: v/a™ = (a™)» cuando {/a es real.

1.5.4. Potencia con exponente racional negativo.

. .z _m oy
Consideremos ahora la expresion a™» con m y n enteros positivos tal que ambos

no tienen factores comunes enteros distintos que 1, las propiedades dadas anterior-
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mente, nos permiten escribir:

Definimos la potencia de exponente racional negativo, de la siguiente forma:

Definicién 1.99. Sean m,n numeros enteros positivos con n > 1 y tanto a como

{/a son nimeros reales, con a # 0 :

_m 1 1
a n —_ — =
an  (Ya)m
Ejemplo 1.100.
_2 1 1 1
3275 =

Co32% (V322 22
Observaciéon 1.101. Todas las propiedades de potenciacién mencionadas en la

seccién 1.5.1 se verifican para potencias con exponente racional.

Ejemplo 1.102.

Sia>0: = = —a 3 G5 =¢"=1
6

Ejemplo 1.103. Sea x, y, a nimeros reales, con a # 0. Reducimos las siguientes

expresiones, aplicando propiedades de potenciacion y radicacion.

3a.3a%.(3a)% = 3 14243 (Producto de potencias de igual base.)

— 3—1a0

1
3
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- = (Cociente de potencia de igual base.)

Ejercicio 1.104. Resolver aplicando propiedades de potenciacion y radicacion. Don-

de a, x, y y z son numeros reales positivos distintos de cero.

) :Efl\/ﬁ 6 33—12_’_36 3
) xr—2 \3/ ZL’\/E
2. Va2 Vaz - Vat
e 1 R V"
(2-5:3)
OROR 5.
y ByP
(445 23)2 9.3((2-3)7" %) (3-22)7°
2 (93 . 2 —2
> a(—?’cz‘)_z(ﬁ> 10, /(254 2) - (2 CL3Y
((3)") ' )75 8
Solucién:
1. ot 2. x32? 3. g 4. 354224
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25
©28.32 12

[
(e}
~J
E%I
D=
Nej
—_
—_
S

(0.¢]
IS
o=
8
=[]

1.5.5. Notacion Cientifica

Definicién 1.105. Decimos que un nimero = estd escrito en notacion cientifica

cuando se expresa en la forma

r=a-10"donde 1 <a<10yneZ

Para entender la idea de este tema debemos considerar un concepto general, que
es que el producto entre dos niimeros se puede mantener constante aiin modificando

esos numeros o esos factores. Por ejemplo, si tenemos:

6-4=24

y cambiamos el 6 por 8 y el 4 por 3, el producto también nos da:

8§-3=24

es decir se mantiene el producto; pues la idea es que al aumentar un nimero, el
otro debe disminuir en la misma proporciéon para que el producto sea el mismo.
Este es el concepto general que se va a utilizar para llevar un niimero muy grande o

un ntimero muy chico a expresarlo en notacién cientifica. Por ejemplo, supongamos
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que queremos escribir el niumero 2400 en notacion cientifica; siguiendo el concepto

general: Se considera el siguiente producto:

2400 - 10° = 2400

Ahora lo vamos a multiplicar por 10 y dividir por 10, para no modificar el valor por
el que se partid. La idea de dividir por 10 es para indicar, con esto, que la coma se

corre un lugar.

2400

~.10°-10 =
10 0" -10 = 2400
~—~— 101
N 240 ,

240-10 = 2400
Nuevamente multiplicamos por 10 y dividimo por 10 el producto obtenido:

24

—0.10.10 = 2400
10 S~~~

V24 102

———

24.102 = 2400

Nuevamente multiplicamos por 10 y dividimos por 10 el producto obtenido:

[\
=~

=~ 10%.10 = 2400
O \V_/
4

—_

~~ 103

27
——_———
2,4.103 = 2400

Finalmente obtuvimos que 2,4.10° = 2400, es decir, expresamos al nimero 2400
en notacién cientifica. En resumen, lo que buscamos aqui es escribir al nimero:
2400 - 10°, en donde a 2400 se lo llama coeficiente y a 10° la parte de Notacién
Cientifica, como una unica cifra con parte entera y que la misma no sea cero, es

decir que sea una cifra significativa; esto es que tome cualquier valor entre 1 y 9.
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Se llega asf a que 2,4 - 103 es lo mismo que 2400. Los conceptos que usamos hasta
el momento son, que el producto de dos nimeros puede permanecer igual a pesar
de que se cambien los factores que se multiplican, y por otro lado que al multiplicar
por 10 y dividir por 10 al nimero original, ese niimero no cambia y de esta manera
podemos aumentar en este caso la potencia de 10 y disminuir el coeficiente corriendo
la coma. En la practica el procedimiento que antes realizamos no se lo aplica, sino
que realizamos lo siguiente: tomamos al niimero, ubicamos la coma y la corremos
tantos lugares hasta llegar a un nimero que esté entre 1 y 9; luego se multiplica al
nimero resultante por 10 elevado al niimero que se corresponde con los lugares que
se corrié la coma, pues la potencia de 10 aumenta en una unidad por cada lugar de
la coma que se corra a la izquierda. Con respecto al ejemplo dado al comienzo es:

2400,
——

la coma se corre 3 lugares
resultando

2,4- 103

Veamos ahora que pasa cuando tenemos un ntimero muy chico y lo queremos llevar
a una expresion mas simple, es decir, lo queremos escribir en notacién cientifica.

Usando el proceso antes usado tenemos

0,0081 = 0,0081 - 10°
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Acd vamos a multiplicar por 10 al 0,0081 y dividir por 10 al 10°

10°
0,0081-10- — =0,0081
~——— 10

0,081 ~
10-1

(.

-~

0,081-10—1 = 0,0081

El hecho de multiplicar por 10 al 0, 0081 hace que la coma se corra un lugar hacia la
derecha, y el dividir por 10 es para no modificar el nimero dado. Volvemos a aplicar
nuevamente esta idea:

-1

1
0,081 10 - 2
——

0,81 10\’72

0,81-10—2 = 0,0081

= 0,0081

Nuevamente se vuelve a aplicar este proceso, pero ahora si se ha terminado, pues se
obtuvo un numero entre 1 y 9, es decir se obtuvo una cifra significativa como parte

entera.

1072
0,81-10- = 0,0081
8,1 v1o—3

N

~—
8,1.10-3 = 0,0081

Nuevamente realizar este proceso para pasar un nimero a notacién cientifica, es muy
tedioso, largo y complicado; es por eso que en la practica realizamos lo siguiente: se
toma al niimero, se ubica la coma y se la corre tantos lugares hacia la derecha, hasta

que nos quede una unica cifra significativa como parte entera. Volviendo a nuestro
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ejemplo:

0,0081
——

la coma se corre 3 lugares
resultando
8,1.1073
De esta manera se tiene que el valor 0,0081 aumenté a 8,1, entonces el factor 10°
debe disminuir a 1073, es decir, disminuye en tantas potencias de 10 como lugares

se corrio la coma hacia la derecha.

Ejemplo 1.106. Pasaje a Notacién cientifica de los siguientes ntiimeros:

743,788 = 7, 43788 - 10>

0,007680 - 10~°
N——

7,680-10—3

J/

TV
7,680-10—3+(-5)=7,680-10—8

Ejercicio 1.107. Al multiplicar el niimero 1,789 por 10°;la coma se desplaza hacia

la derecha o hacia la izquierda? ;cuantos lugares?

Solucién: La coma se corre hacia la derecha 5 lugares.
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Ejercicio 1.108. ;Cuédles de los siguientes niimeros estan escritos en notacion

cientifica?
1. 0,641 -10° 3. 9,999 - 10*
2. 210 4. 4,38 -5

Solucién: La opcién correcta es la 2) y la 3).

Ejercicio 1.109. El auto de Maria pesa alrededor de 1600kg. Ana, Juan y Maria
escribieron por separado el peso del auto en notacién cientifica. Maria escribié 16,0 -
102, Juan escribié 0,16 - 10* y Ana escribié 1,6 - 10® ;Cudl de todos escribié la

cantidad correcta en notacién cientifica?

Solucion: Ana escribié correctamente el peso en notacion cientifica.

Ejercicio 1.110. La masa de un Protén es aproximadamente de 1,7-10724 gramos.

Escribe este niimero en notacién decimal.



1.5. POTENCIACION Y RADICACION 71

Solucién: 0,0000000000000000000000017

Ejercicio 1.111. Pasar a notacion cientifica los siguientes niimeros:

1. 53200000 3. 7420 - 10? 5. 0,00008

2. 0,000000789 4. 4300000 6. 0,25
Solucion:

1. 5,32-107 3. 7,42-10° 5. 8-107°

2. 7,89-1077 4. 4,3-106 6. 2,5-1071

Ejercicio 1.112. Transformar los siguientes nimeros dados en notacion cientifica

a notacion decimal:

1. 4,2-10° 3. 5,018 - 107 5.2,15-1073

2. 1,16 -1073 4. 5,3-10*
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Solucion:

1. 420000 3. 0,000005018 5. 0,00215

2. 0,00116 4. 53000




Capitulo 2

Ecuaciones e Inecuaciones

2.1. Ecuaciones

Una expresion algebraica es una expresion matematica en las cuales se combinan

ndameros, letras y operaciones.

Definicién 2.1. Una ecuacién es una igualdad entre dos expresiones algebraicas en
las que aparece un valor desconocido llamado incognita. Habitualmente la incognita
sera representada por la letra x, aunque puede denotarse con cualquier letra del

alfabeto.

Resolver una ecuacién significa encontrar el valor de la incégnita, es decir, deter-
minar un valor real que hace verdadera a la igualdad. A este valor se lo denomina

Solucion o Raiz. Las ecuaciones pueden no tener solucion, o bien tener una, varias

73
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o infinitas soluciones. El conjunto de todas las soluciones de la ecuacién se denomina
Conjunto Solucién. Para encontrar el conjunto solucién necesitamos determinar

ecuaciones equivalentes a la ecuacion dada.

Definicién 2.2. Dos ecuaciones son Equivalentes cuando tienen el mismo conjunto

solucién.

Los siguientes procedimientos nos permiten obtener ecuaciones equivalentes:

1. Sumando (o restando) una constante o expresién en z, a ambos miembros de

la ecuacion.

2. Multiplicando (o dividendo) ambos miembros de la ecuacién por un nimero

distinto de cero.

La finalidad de obtener ecuaciones equivalentes es para que la ecuacion que nos
quede finalmente sea més facil de resolver que la dada. Veamos esta situaciéon con

un ejemplo.

Ejemplo 2.3. Para encontrar el conjunto soluciéon de la ecuacién —dx = 3z + 24

realizamos los siguientes pasos que determinan ecuaciones equivalentes a la dada:

1. Restamos (3x) en ambos lados de la igualdad:

—br — (3z) = 3x+24— (3x)

—8r = 24
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2. Dividimos por (—8) ambos miembros. Esta nueva ecuacion equivalente permite

obtener el valor de x que es solucion de la ecuacion.

Verifiquemos que el resultado obtenido es la solucion correcta de la ecuacion. Para
ello se reemplaza en la ecuacion dada por este valor y si se obtiene la identidad la

solucion es la correcta:

—5(—=3) 7 3(—3) + 24
157 —9+24

— 15 =15

Por lo tanto (—3) es la solucion de la ecuacion.

Las ecuaciones que trabajaremos en este protolibro, son las de primer grado en
una variable o incégnita (la incégnita estd elevada a la uno) y las ecuaciones de

segundo grado en una variable o incégnita (la incégnita estd elevada a la dos).

2.1.1. Ecuaciones de Primer Grado

Definicién 2.4. Una ecuacion de la forma ax +b = 0, donde a, b € Ry a # 0,

recibe el nombre de Ecuacién de Primer Grado en una variable o incégnita.



76 CAPITULO 2. ECUACIONES E INECUACIONES

Observacion 2.5. La ecuaciéon lineal axz + b = 0 con a, b ntimeros reales y a # 0

tiene solucion unica y el conjunto solucién es:
b
{4
a
Ejemplo 2.6. Vamos a resolver la siguiente ecuacion:
6r+2—-3r=Tr+4

Resolucion: Para encontrar el conjunto solucion, obtenemos ecuaciones equivalentes

de esta manera:

1. Restamos (—7x) en ambos miembros:

6xr+2—-3xr—Tr=Tx+4—"Tx

2. Restamos (—2) en ambos miembros:

6r+2—-3xr—Tr—2=4-2

3. Asociamos los valores con x de un lado de la igualdad y del otro lado los valores
constantes:

—4xr =2

4. Dividimos todo por (—4) :
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Verificacion: Es conveniente verificar que el resultado obtenido satisface
la ecuacion. Para ello se reemplaza en la ecuacion dada este valor y si se obtiene

una tdentidad, la solucion es correcta.

1
(—§> es solucion de la ecuacion.
Repuesta: El conjunto solucion es:

1

S=4—=
{-3)
Ejemplo 2.7. Vamos a resolver la siguiente ecuacion:
1,5+4(x—0,5)=3x—0,5

Resolucion: Para encontrar el conjunto solucion, obtenemos ecuaciones equivalentes

de esta manera:

1. Pasamos a fraccion todos los numeros decimales:
3 1 1
a4l —Z)=3r—=
5 + (:U 2) 3x 5

2. Aplicamos propiedad distributiva:
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3. Restamos (3z) en ambos miembros:

3 4 1
5—1—4:6—5—3:1::3:5—5—33:

3 4
4. Restamos (5) y sumamos (5 = 2> en ambos miembros:

3 3 1 3
— 4+ 4r -2 — ——42=— =42
2+:)3 3z 2—|— 5 2+

5. Asociamos los valores con x de un lado de la igualdad y del otro lado los valores

constantes:

z=0

Verificacion: Es conveniente verificar que el resultado obtenido satisface la
ecuacion. Para ello reemplazamos en la ecuacion dada este valor y si se obtiene una
identidad, la solucion es correcta.

1,54+4(0-0,5)73.0-0,5
. ~ 7/ _,—/1
-1 _

2 2
0 es solucion de la ecuacion.

Repuesta: El conjunto solucion es:

S = {0}.

Ejemplo 2.8. Vamos a resolver ahora la siguiente ecuacién:

2—Bx—5b)=4—-2x+3—x
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Resolucion: Para encontrar el conjunto solucion, obtenemos ecuaciones equivalentes

de esta manera:

1. Aplicamos propiedad distributiva:

2—-3r+5=4—-2z+3—x

2. Sumamos 2x y x en ambos miembros:

2-3r+5+2x+x=4—-22+3—x+2x+=x

3. Restamos 2 y 5 en ambos miembros:

2—-3x+5+2x+x=4+3-2-5

4. Asociamos los valores con x de un lado de la igualdad y del otro lado los valores
constantes:

0z=0

Luego obtenemos con este resultado que la ecucacion tiene infinitas soluciones,

es decir, admite como solucion cualquier nimero real. (S =R)

Ejemplo 2.9. Vamos a resolver la siguiente ecuacion:

3(x+4) — 62 =8—3(x+5)

Resolucion: Para encontrar el conjunto solucion, obtenemos ecuaciones equivalentes

de esta manera:
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. Aplicamos propiedad distributiva:

3r+12—-6x=8—3x —15

Sumamos 3x en ambos miembros:

3r+12—-6x+3xr =8 -3z — 15+ 3z

Restamos (—12) en ambos miembros:

3r+12—6x+3x—12=8—15—12

Asociamos los valores con x de un lado de la igualdad y del otro lado los valores
constantes:

Oz = —19

Vemos entonces que la ecuacion no tiene solucion real alguna, pues 0 es distin-

to de —19 con lo cual la expresion O = —19 representa un absurdo. Asi S = &.

Ejercicio 2.10. Resolver las siguientes ecuaciones de primer grado:

1.

17 8 1
e =—2r41 L=
53: 5:c—l— 50 3 5

2. 7(x —2)+9 =10z — 4(—3 — z) 4-%[3:—(1—“’;2)]“:9;
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5. 2(x+1)—3(x—2)=—-x+6 7.2—Br—-5)=4—-2zx+3—=x

6. 2 +2—-3(x—2)=—-x+6

r+1 2xr—3 3 1 3

Solucion:
1. S ={30} 5. S=o
17
2. 89=<—— 6. S=0
-7
3. S={-1} 7..5=R
15
4.5 ={-1) 8.5 = {3}

Ejercicio 2.11. Se sabe que la ecuacion:

(2a—1)(z+1)+x=0a

tiene por solucién x = —2. ;Cudl es el valor de a?

1
Soluciéon: a = —3
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2.1.2. Ecuaciones de Segundo Grado
Definicién 2.12. Una ecuacién que puede escribirse en la forma

ar’ +br+c=0 dondea, b yc € Rya#0,
recibe el nombre de Ecuacién de Segundo Grado en la variable x.
Ejemplo 2.13.

62> +7x—3=0 dondea=6, b=7yc=—3.

Ejemplo 2.14.

22=7=0 dondea=1yc=-T.

Ejemplo 2.15.

—42+32°=0 dondea=3yb=—4.

Para determinar la solucion de la ecuacién de segundo grado, existe una féormula

resolvente, denominada férmula resolvente de Bhaskara, definida por:

b+ Vb2 —4.a.c

2a

X1,X2 =

en donde x; y x5 son las soluciones de la ecuacién. El valor A = b? — 4.a.c se llama
Discriminante de la ecuacién cuadratica, y nos indica la cantidad de soluciones
que tiene esta ecuacién en el conjunto de los niimeros reales, pues como vemos en la
formula resolvente de Bhaskara, es lo que esta dentro de la raiz cuadrada, entonces

Si:
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i. A > 0, la ecuacion tiene dos soluciones reales distintas; pues existe la raiz

cuadrada de un nimero positivo.

ii A = 0, la ecuacién tiene una tnica solucion real, pues la raiz cuadrada de 0,
es 0, entonces se anularia en la formula resolvente el término £v/b% — 4.a.c, y
—b

de ahi que la tinica solucién sea %
a

iii. A < 0 la ecuacion no tiene solucién real, pues no existe la raiz cuadrada de

un nimero negativo y por lo tanto no se podria aplicar la férmula resolvente

de Bhaskara.

Observacion 2.16. Sean x1, xo dos soluciones de la ecuacion cuadrdtica
ax® + bx + ¢ = 0, podemos expresar a la misma en forma factorizada, de la

stguiente manera:

az® +bx +c = a(z — 1) (2 — 3)
Ejemplo 2.17. Vamos a resolver la siguiente ecuacion cuadratica:
32° +3x—6=0

Resolucion: Primero determinamos el valor del discriminante:

como es una valor positivo, la ecuacion cuadrdtica tiene dos soluciones reales.
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Apliguemos la formula resolvente para determinar las soluciones de la ecuacion:

34481 349

= 1
1T 6
Y
-3—-v81 -3-9
gj‘2 = = = —2
2-3 6
Luego x1 =1 y x9 = —2 son las soluciones de la ecuacion dada. Expresada en forma

factorizada nos queda:

372 + 31 — 6 =3(z — 1)(x — (=2)) = 3(z — 1)(z + 2).

Ejemplo 2.18. Vamos a resolver la siguiente ecuacién cuadratica:

2’ +z+1=0

Resolucion: Primero determinamos el valor del discriminante:

A=1>—-4-1-1=-3

como es una valor negativo la ecuacion cuadrdtica no tiene solucion real.

Ejercicio 2.19. Resolver las siguientes ecuaciones de segundo grado. En el caso de

que tenga raices reales expresar a la ecuacién en forma factorizada.

1. 222 4+4x—6=0 3. 222+ =0

2. 22 42x+1=0 4. 22 —2x4+2=0
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5 4+ a2 —2x=0 7. 22 —6x=-9

6. 24+ 22—-2x=0

Solucién:
1. S={-3;1} = 222 +40—6=2(zx—1)(x+3)
2. S={-1} =» 2*+2z+1=(z+1)?
3. 5={0; 3} = —22*+z=-2z(z— 1)
4. S=0
5. 8={-3; 1} = 2 +40—-6=(z—1)(x+3)

6. S=0

7.85={3} = 22 —6x+9=(x—3)>

Otro de los métodos que vamos a utilizar para resolver una ecuacion cuadratica, es
el Método de Completar Cuadrados. Para entender este concepto recordemos

dos igualdades denominadas cuadrados de un binomio:

(a+b)? = a*+2a.b+0b

(a —b)* = a*—2a.b+ b
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El proceso de completar cuadrados aplicado sobre la ecuacion general de segundo

grado ax? + bx + ¢ = 0, se realiza aplicando los siguientes pasos:
1. Se suma el opuesto del término independiente (¢) miembro a miembro.

2. Se dividen todos los términos por el valor de a (coeficiente que acompana a

z?).

3. Se suma en ambos lados de la igualdad, el cuadrado de la mitad del coeficiente

que acompana al término lineal.

4. Finalmente en uno de los lados de la igualdad queda el desarrollo del binomio

al cuadrado.
Veamos esto:

ar’ +br+c = 0

ar’ +br+c+(—c) = 0+ (—c)

ar®  bx —c

a a a

i b\ b2 —4.ca
T+ — = —
2a 4a?

En donde al despejar x de ésta ultima expresion, obtenemos las soluciones de la
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ecuacion de segundo grado:

b2 —4.ca b
ST (bt
1.2 4a? 2a
b Vb2 —4.ca
Ty = —F— T —F7——
k 2a 2a
b+ Vb2 —4d.a.c
T12 =
' 2.a

que justamente se corresponden a las soluciones que obtuvimos aplicando la férmula
resolvente de Bhaskara. De esta manera el método de completar cuadrados nos

demuestra de donde proviene la formula resolvente de Bhaskara.

Ejemplo 2.20. Debemos hallar el conjunto solucion de la ecuacion
20° + 6z —5=0

aplicando el método de completar cuadrados.

1. Sumamos miembro a miembro 5 :

26 + 62 =5

2. Dividimos todos los términos por 2 :

6

~z® + x—§
27 2

2

3. Sumamos en ambos lados de la igualdad el cuadrado de un medio de 3 :

3\? 5 3\ 2
2 e _ 2 <
x +3x+(2) 2+(2)
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3
4. Luego nos queda el desarrollo del binomio al cuadrado de (x + 5) y del otro

+3 19
T+ =] =—
2 4

5. Finalmente las soluciones de la ecuacion son:

lado un wvalor constante:

19
4

T12 = +

N W

es decir:

Ir = To = —

Ne)

|
| W

(]
<|3
Nej

|
N o

Ejemplo 2.21. Resolvamos ahora, completando cuadrados, la siguiente ecuacion:
2 —
- —Tr—18=0

1. Sumamos miembro a miembro el opuesto del término independiente, en nuestro

caso 18 :
22 —Tr—18+18 = 18

2 —Tr = 18

2. Sumamos en ambos miembros el cuadrado de un medio del coeficiente que

acompana al término lineal:

7\ 2 7\ 2
2
— — ] =1 —
€T 7x—|—(2> 8—|—(2)
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3. En el lado izquierdo de la igualdad nos queda el desarrollo del binomio al

7
cuadrado de (:E — 5) y del otro lado un valor constante:

4. Las soluciones de la ecuacion de sequndo grado son:

121 7
Tipg =\ —+ =

es decir:

xlz——|—— y To =

Ejercicio 2.22. Resolver las siguientes ecuaciones de segundo grado por el método

de completar cuadrados:

1. 22422 +1=0 4. 2?2 —8x = —4
2. 2242 -6=0 5. 222 — 62— 16 =0

3. 22 —4xr+3=0

Solucion:

1. §={-1} 2. 8 ={-3; 2}
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3. 52{1; 3} 141 3. /41 3
5. S—{ Z+§7 — Z+§

4.8 ={V12+4; —V12+4}

Ejercicio 2.23. Para qué valores de k, la ecuacion :

kx?—kxr+1=0

admite una unica solucion.

Solucién: k=4

2.1.3. Ecuaciones como Modelo Matematico.

Muchas veces se requiere del planteo de una ecuacion para resolver distintas situa-
ciones problemaéticas; es decir, se requiere de ecuaciones como Modelo Matematico.

En las diferentes situaciones problematicas deben identificarse claramente:

a. los datos;

b. las incognitas;

c. las condiciones que las incégnitas deben cumplir.
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Los pasos a seguir para la resolucién de situaciones problematicas son los siguientes:

1.

Lea cuidadosamente el problema hasta comprender su enunciado.

. Identifique los datos e incégnita del problema; y utilice una variable para

representar a la incognita, por ejemplo z.

. Traduzca al lenguaje simbélico el enunciado del problema, planteando una o

varias ecuaciones.

Resuelva la o las ecuaciones planteadas.

. Verifique la solucion encontrada.

Concluya respondiendo a la o las preguntas del problema.

Comencemos planteando situaciones probleméticas que requieren de ecuaciones de

primer grado para su resolucion.

Ejemplo 2.24.

Se pintan de rojo los tres séptimos de un poste y luego, los cinco sextos del resto.

Si aun quedan dos metros sin pintar, ; Cudl es la altura del poste?

Solucion: Se considera como incognita, z, la altura del pos-

te, pues es el valor que se desconoce y que pide el problema;

luego la ecuacion que plantea la situacion problemdtica es:

3 ) 3
ot =2 2 —
7x+6(:v 7:r)+ x
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Resolvemos la ecuacion:

§x—|—§ —r—r = —2
7 6 7
2
——x = =2
21"
r = 21

Respuesta: La altura del poste es de 21 metros.

Ejemplo 2.25.
Una persona gasta la sexta parte de su sueldo y luego las

tres cuartas partes del resto. Si atn le quedan 3750 ;Cual

es su sueldo?

Solucion: Consideramos como incognita, x, el sueldo de la persona, pues es lo que
nos pregunta el problema, y por lo tanto es el valor desconocido; luego la ecuacion

que planteamos frente a la situacion problemdtica dada es:

1 3 1
Resolvemos la ecuacion:
1 5
61: + gx —x = =3750
10
—4—8:U = —-3750
x = 18000

Respuesta: El sueldo de la persona es de $18000.
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Ejercicio 2.26. Escribir en forma simbdlica los siguientes enunciados:

1. Un ntmero x y su consecutivo suman 23.

2. z es el nimero natural que sumado a 12 da 26.

3. Juan tiene 16 anos . La suma de su edad y la mia es igual a 50.

4. El largo de un campo de futbol es el doble del ancho mas 10 metros.

Ejercicio 2.27. Resolver los siguientes problemas:

1. El perimetro de un jardin rectangular es de 58m. Si el lado ma-
yor mide 11m. mas que el lado menor. ;Cuanto miden los lados del

jardin?

Solucion: Los lados del jardin miden 9m. y 20m.

2. Roberto obtuvo las calificaciones siguientes en distintos examenes
de biologia: 73, 62, 58 y 64. ;Qué calificacién debe obtener en un

proximo examen para que su promedio sea de 707

Solucion: Su calificacion debe ser de 93 puntos.
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3. Durante una prueba realizada en una fabrica que produce latas, se
obtuvo que la maquina A produce x latas, la maquina B el doble de
Ay la maquina C, 6 latas mas que A. La prduccién total fue de 3810

latas. ;Cuantas latas produjo cada maquina?

Solucién: La mdquina A produjo 951 latas, la maquina B, 1902 latas y la mdquina

C, 957 latas.

Tal como se presenté en las ecuaciones de primer grado también podemos encontrar

situaciones problematicas que se modelizan utilizando ecuaciones de segundo grado.

Ejemplo 2.28.

Hallar z considerando el triangulo rectangulo de la figura:

2x+4

2x + 2

2x
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Solucion: La ecuacion que representa a la situacion problemdtica la obtenemos

de aplicar Pitdgoras al triangulo rectdngulo de la figura:

(20 +4)* = (22 +2)? + (22)?
422 + 162+ 16 = 42 + 8x + 4 + 422

422 —8x —12 = 0

resolviendo ésta ecuacion obtenemos como resultados:

$1:3 y 1'22—1

Luego el valor de x = 3 es la solucion buscada, pues de ser © = —1, 2x y (2z + 2)
no representarian las longitudes de un tridngulo.

Respuesta: El valor de x es 3.

Ejercicio 2.29. Resolver el siguiente problema:

Calcular un nimero natural tal que, la suma del mismo y la tercera

parte del cuadrado de su consecutivo sea 35.

Solucién: El nimero natural es 8.
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2.2. Inecuaciones

Definicién 2.30. Una inecuacién o desigualdad es una relacién entre dos expre-
siones algebraicas que no siempre son iguales y por lo tanto se relacionan con los

simbolos >, >, <y <.

Ejemplo 2.31.

3r —T7<6(x—2)

Resolver una desigualdad es encontrar el conjunto de todos los ntimeros reales
que hacen que la desigualdad sea verdadera; este conjunto solucién por lo general es

un intervalo completo de niimeros reales o, en otros casos, la unién de tales intervalos.

2.2.1. Intervalos

Para indicar subconjuntos de ntmeros reales se emplea la siguiente notacién:

Dados a, b € R, a < b, se define:

1. (a; b) ={xr € R: a <z < b} Intervalo abierto.

b
i

2. [a; b) = {z € R: a <z < b} Intervalo semiabierto.

i b
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3. (a; b ={z € R: a <z < b} Intervalo semiabierto.
0 Z

4. [a; b ={z € R:a <z <b} Intervalo cerrado.

b
I

5. (a; +o0) ={z € R:2z>a}

6. [a; +o0) ={r € R:z>a}

7. (—o0; b)={r € R:z<b}

8. (—o0; b ={r €eR:z<b}
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Ejemplo 2.32. Escribamos cada desigualdad usando la notacion de Intervalos; gra-

fiquemos a los mismos en la recta real, donde = € R.

1. -1 <2<8

e

LI A

2.2.2. Resoluciéon de Desigualdades.

El procedimiento para resolver una inecuacién o desigualdad consiste en
transformar a la desigualdad de a un paso a la vez, hasta que el conjunto solucion sea
obvio. Podemos realizar ciertas operaciones, que se corresponden con las propiedades
del orden en los reales, en ambos lados de la desigualdad sin cambiar su conjunto

solucion. En particular:

1. Podemos sumar el mismo ntimero a ambos lados de una desigualdad.

2. Podemos multiplicar ambos lados de una desigualdad por el mismo numero

positivo.
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3. Podemos multiplicar ambos lados de una desigualdad por el mismo numero

negativo, pero entonces debemos invertir el sentido del signo de la desigualdad.
Ejemplo 2.33. Vamos a resolver la siguiente inecuacion:
3z < dr — 10
Solucion:

3z —5xr < bxr—10—5x sumamos (—5x) miembro a miembro

- —1 )
—2r < -—10 multiplicamos por <7> en ambos miembros
—10
> — =5
R
Repuesta: La solucion buscada es (5; o0). REERE

Este tipo de desigualdad presentada es una inecuacion lineal o desigualdad
de primer grado; pues el mayor exponente de la incégnita en la desigualdad es de

grado uno.

Ejercicio 2.34. Resolver las siguientes inecuaciones de primer grado:

1.2 —-3>x+5 3. 2(x4+1)—3(z—-2)<x+6

2. x4+6<z+2 4. 2r —3—x <3z —4(r—1)

Solucion:
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1. §=(8 ) 3. S=(1; o0)

7
2. S =02 4'52(_00; §)

La desigualdad de segundo grado o inecuacién cuadratica con una incognita
es cualquier desigualdad que, directamente o mediante transformaciones de equi-
valencia, aplicando las propiedades de orden en R, se puede expresar de la forma

siguiente:

xar? +br4+c > 0, xar’+br+c<0, *ax’+br+c>0,

6 % ax’+br+c < 0. cona, b, c €eRya#0.

Resolver estas inecuaciones consiste en encontrar el o los intervalos de la recta
real donde se verifica la desigualdad. Para su estudio lo que se va a realizar es llevar
a la desigualdad que esta expresada en forma polinémica a su forma factorizada y
de ahi bastara con estudiar el signo de los tres factores de acuerdo al signo de la

desigualdad y resolver las inecuaciones lineales que quedan.
1. az® +bx + ¢ = a(r — z1)(x — z9) > 0, luego debemos analizar:
a) Sia <0 nos queda (z — x1)(z — x2) < 0y de acd analizamos:

L (z—2) >0y (x—29) <0 6

. (x—21) <0y (z—22) >0
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Luego la solucién de la desigualdad a) es la unién de las soluciones de i.
y ii.
b) Sia >0 nos queda (x — x1)(x — x2) > 0y de acd analizamos:
L (z—2)>0y(x—29) >0 6
. (r—21) <0y (x—129) <0
Luego la solucién de la desigualdad b) es la unién de las soluciones de i.
y ii.
2. ax® + bx + c = a(z — x1)(z — x3) <0, luego debemos analizar:

a) Sia <0 nos queda (z — x1)(z — x2) > 0y de acd analizamos:
L (z—2) >0y (x—29) >0 6
. (r—21) <0y (x—22) <0
Luego la solucién de la desigualdad a) es la unién de las soluciones de i.
y ii.
b) Sia >0 nos queda (x — x1)(z — z2) < 0y de acd analizamos:
L(x—x) >0y (x—m29) <0 6
. (r—21) <0y (x—29) >0
Luego la solucién de la desigualdad b) es la unién de las soluciones de i.

y ii.
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De igual manera resolvemos para las desigualdades con >y < .

Ejemplo 2.35. Debemos hallar el conjunto solucién de la desigualdad:
V2(z —1)(z+1) >0
como a = v/2 > 0, la desigualdad que nos queda por resolver es:
(x—=1)(z+1)>0
debemos analizar entonces:
L (r—1)>0y(x+1)>0 6
i. (x—1)<0y(x+1)<0
Resolucion:

L(x—=1)>0—=2a2>1y(x+1) >0 — x> —1; luego la solucion es la

interseccion de las soluciones de ambas inecuaciones:
Si. = (1; +00)

i.(zr—1)<0—=2<ly(x+1) <0 — 2z < —1; luego la solucion es la

interseccion de las soluciones de ambas inecuaciones:

Finalmente la solucion de la desigualdad dada es:

Si. USi = (1; 400) U (—o0; —1) = (—o0; —1)U (1; +00)
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Ejemplo 2.36. Hallemos el conjunto solucion de la desigualdad:

2244 4+4>0

Como la desigualdad estd expresada en forma polinémica la debemos llevar a su

forma factorizada:

P 4dr+4=(2+2)>0

Analizamos aqui para que valores de x, (x + 2)? debe de ser mayor o igual que cero;

y esto ocurre para cualquier valor real, entonces la solucion de la desigualdad es R.

Ejemplo 2.37. Hallemos ahora, el conjunto solucién de la desigualdad:

22 —6x+9<0

Como la desigualdad esta expresada en forma polinémica la expresamos en su forma
factorizada:

2 —6x4+9=(x—-3)?<0

Analizamos aqui para que valores de z, (z—3)? debe de ser menor que cero; y esto no
ocurre para ningun valor real, pues ningin ntmero real elevado al cuadrado puede
dar como resultado un valor negativo. Por lo tanto la desigualdad no tiene solucién

real, o bien decimos que tiene solucién vacio (S = ).

Otro tipo de inecuaciones que vamos a resolver son las desigualdades o inecua-

ciones racionales, las cuales se resuelven por el método de los signos, como hemos
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aplicado en las inecuaciones de segundo grado. Veamos un par de ejemplos de esta
situacion:

Ejemplo 2.38. Debemos hallar el conjunto solucién de la desigualdad:

>0
x+2

Por la regla de los signos debemos analizar dos casos, recordando que el denominador

no puede tomar el valor cero:
i (z—2)>0y(x+2)>0 6
i. (x—2)<0y(x+2)<0
Resolucion:

i (z—-2)>20—-2>2y (x+2) >0— x> —2; luego la solucion es la

interseccion de las soluciones de ambas inecuaciones:

. (r—2)<0—=2<2y(r+2) <0 — 2z < —2; luego la solucion es la

interseccion de las soluciones de ambas inecuaciones:

Finalmente la solucion de la desigualdad dada es la union de las soluciones

obtenidas en i. y ii.:

Si. U Su = (—OO; —2) U [2, +OO)
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Ejemplo 2.39. Debemos hallar el conjunto solucion de la desigualdad:

r+1

<2
4+ 3

Primero debemos sumar el opuesto de 2 en ambos lados de la desigualdad para
poder obtener una inecuacién como la del ejemplo anterior y asi aplicar la regla de

los signos para su resolucion:

r+1 rz+1 —xr—5
<2 — —2<0 —
T+ 3 r+3 r+3

nos queda entonces por analizar:

i (—z—=5)<0y(z+3)>0 6

i. (—z—5)>0y (z+3)<0

Resolucion:

i (—x=5)<0—>2x>-b5y(x+3) >0— x> —3; luego la solucion es la

interseccion de las soluciones de ambas inecuaciones:

S;. = (—3; 400)

i. (—z—=5)>0—=>2< -5y (r+3) <0—x < —3; luego la solucion es la

interseccion de las soluciones de ambas inecuaciones:
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Finalmente la solucion de la desigualdad dada es la union de las soluciones

obtenidas en i. y 1i.:

Ejercicio 2.40. Indicar si la siguiente resolucion es verdadera o falsa, justificando

la respuesta.

Ejercicio 2.41. Resolver las siguientes inecuaciones:

1. 22—62+8>0 5. _2x_1<0
r+4 =
2. —x’+4dr—4<0 -9
6. 2250
z+1
3. 722 +21x —28 <0
. x—|—423
T — 2

4. >4+x+1<0
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Solucién:
1. S=(—o00; 2)U(4; o) 5. 8 = (—o0; —4)U[l; o0)
2. S=R—-{2}
6. S=(—o0; —1)U(2; o)
3. S=(—-4; 1)
4. S=0 7.8 =(2; 5]

2.2.3. Inecuaciones en la vida real.

Te encuentras con desigualdades matematicas casi todos los dias, pero tal vez
no las notas porque te son familiares. Piensa en las siguientes situaciones: limites de
velocidad en la autopista, pagos minimos en las tarjetas de crédito, la cantidad de
gigabyte a consumir en tu celular por mes, el tiempo que te toma llegar a la facultad.
Todas estas situaciones pueden ser representadas como desigualdades matematicas.
Y, de hecho, usas pensamiento matematico cuando las consideras cada dia. Veamos

un ejemplo para entender tal situacion.

Ejemplo 2.42.
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Un utilitario kangoo pesa 875kg. La diferencia entre el peso

del utilitario vacio y el peso de la carga que lleva no debe ‘ m\

ser inferior que 415kg. Si hay que cargar 4 cajones igua-
les, ;Cuanto puede pesar, como maximo cada uno de los

cajones para poder llevarlas en el utilitario?

Solucion: En primer lugar traducimos el enunciado al lenguagje simbdlico, llama-

mos x al peso de cada cajon y planteamos la siguiente inecuacion:

peso del utilitario —peso de 4 cajones No es menor que 415kg.

-~ -~ -~

875 4x >415

luego la inecuacon que nos queda es:
875 — 4x > 415
Resolvemos:

875 —4x > 415
—4x > 415 — 875

v < (—460) (—i)

r < 115

FEsto significa que el peso de cada cajon no podrd superar los 115kg. y ademds como
el peso debe ser positivo, necesariamente el peso de los cajones cae en el intervalo

(0: 115].
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Ejercicio 2.43. Resolver los siguientes problemas:

1. Una fabrica paga a sus viajantes $10 por articulo vendido m&s una
cantidad fija de $500. Otra fabrica de la competencia paga $15 por
articulo y $300 fijos. ;Cudnto articulos debe vender el viajante de la

competencia para ganar mas dinero que el primero?
Solucién: El viajante debe vender mas de 40 articulos.

2. Si el lado de un cuadrado es mayor o igual que 7m, ;Qué se puede

decir de su perimetro?
Solucion: El perimetro es mayor o igual que 28m.

3. Un coche se desplaza por una ruta a una velocidad comprendida
entre 100km/H. y 150km/H. jEntre qué valores oscila la distancia del

coche al punto de partida al cabo de 3H.?

Solucién: La distancia oscila entre 300km y 450km.(300km. < distancia < 450km.)

2.3. Valor absoluto.

El concepto de valor absoluto de un niimero se puede entender como la distan-

cia que existe entre el 0 y el niimero. Si tomamos un punto cualquiera a y este es
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positivo, la distancia de a al origen es igual a a; y si fuera negativo, la distancia de a
al origen es igual a (—a). Esto se debe a que una distancia no puede ser negativa, ya
que no tendria sentido. Todas las distancias son positivas y por lo mismo, el valor
absoluto de un niimero, que es una distancia, debe de ser positivo. De manera formal

definimos el valor absoluto de un nimero a por:

ol

a sia>0 ﬂq
—a sia<0 bﬂ

Ejemplo 2.44.

6] =6 |=5] = —=(=5) 0] =0

De manera analoga, se deduce la distancia que existe entre dos niimeros

reales como el valor absoluto de su diferencia; y se lo indica |z — a| (distancia entre

Ty a).

Ejemplo 2.45. |z — 4| = 8 nos representa que la distancia de x a 4 es de 8 unidades.
Si nos interesa determinar cual es ese valor de z debemos considerar la definicién de

valor absoluto dada al comienzo y resolver las ecuaciones que nos quedan:

r—4 sir—4>0 z—4 six >4
v — 4] = = _3

—(x—4) sizx—4<0 —(x—4) siz<4
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entonces:
r—4 = 8 =5 x=8+4=12
—x+4 = 8 - —r=8—-4— x=—-4
luego x = 12 y x = —4 son los valores cuya distancia al 4 es de 8 unidades.

Observacién 2.46. Como z? es un nimero positivo, independientemente del signo
de x y |/ representa la raiz cuadrada positiva, tenemos la siguiente expresién alge-

braica para definir el valor absoluto:

o] = V&2

2.3.1. Propiedades de valor absoluto.
Dados a, b ntimeros reales se verifican las siguientes propiedades:
1. |a.b| = |a||b|
2. ‘%‘ :% con b # 0.
3. la+0b] <la| + |b|

4. |a—b| = la| — [0l

Ejercicio 2.47. Resolver las siguientes ecuaciones con modulo:



112 CAPITULO 2. ECUACIONES E INECUACIONES

1 jz—2[=5 3. |3z +3|=1
2. |2z 44| =2 4. [z +3] =4

1. S={-3; 7} 3. §={-5; -1}
2. §={1; 3} 4. 5 ={1;, -7}

2.3.2. Desigualdades que incluyen valor absoluto.

Como |z| es la distancia entre el nimero x y el origen, la solucién de la desigual-
dad |z| < b (con b nimero real positivo); es el conjunto de los nimeros reales x que
estdn a una distancia menor que brespecto al origen; en otras palabras x debe de
ser menor que b y mayor que (—b); esto es —b < x < b. Se tiene asi la siguiente

proposicion cuando b > 0 :

i. |z| <bsiysolosi —b<z<b.

Ejemplo 2.48. |r| < 3 si y solo si =3 < z < 3, es decir la solucién de esta

desigualdad son los x que estan entre —3 y 3.
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b
r

A R
y P

Por otra parte, la solucién de la desigualdad |x| > b; (con b ntimero real positivo) es

el conjunto de los nimeros reales x que estan a una distancia mayor que b respecto

del origen; y esto puede suceder cuando x > b o z < —b. Se tiene asi la siguiente

proposicion:

ii. || >bsiysolosiz>boax < —b.

|
poob

v

Ejemplo 2.49. |z| > 2 si y solo si x > 2 0 x < —2; es decir, la distancia de x al

origen debe de ser mayor que 2.

Andlogamente se verifica para |z| < by || > b.

i. |z| <bsiysolosi —b<uxz<b.

ii. || >bsiysolosiz>box<—b.

Ejercicio 2.50. Resolver las siguientes desigualdades con modulo:
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1. |z] <3 3. 2|z| >4
2. x| >5 4. =3 x| < —6
Solucidn:
1. §=1[-3; 3] 3. S =(—o00; —2)U(2; o0)

2. §S=(—o00; =5)U(5; 00)4. S =(—00, =2)U (2, o0)

Ejemplo 2.51. Que pasa cuando tenemos que resolver desigualdades del tipo:

|z — 4] <2

Esta desigualdad nos dice que la distancia entre x y 4 no debe de ser mayor que 2; y
para poder determinar los valores de x que hacen verdadera esa desigualdad usamos

la propiedad i., sustituyendo x por (x — 4); entonces nos queda:

lz —4| <2siysolosi —2<z—4<2

Resolviendo ésta ultima desigualdad obtenemos:

2<x<6
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es decir, los valores de = cuya distancia a 4 es menor que 2; son los niimeros que

estan entre 2 y 6, luego la solucion expresada en intervalos es

S =(2; 6)

Ejemplo 2.52. Se tiene ahora la desigualdad:

|z —5]>1

Esta desigualdad nos dice que la distancia de x a 5 debe de ser mayor o igual que
1; entonces para determinar los valores de z que hacen verdadera la desigualdad

aplicamos la propiedad ii., sustituyendo z por (z — 5):

lt —5|>1siysolosiz—5>1ozx—5<—1

Resolviendo ambas desigualdades obtenemos como solucion:

r>6 o <4

es decir, los valores de = cuya distancia a 5 es mayor o igual que 1 son aquellos

valores mayores a 6 o bien los  menores o iguales a 4. En notacion de intervalos es:

(—o0; 4] U [6; +00)
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1{ ‘
P I R T A | § T 8
b

Los ejemplos anteriores muestran como resolver inecuaciones o desigualdades con
valor absoluto, aplicando las propiedades i. y ii.. Veamos ahora un ejemplo en donde
aparece en ambos lados de la desigualdad el médulo. La idea es aplicar algunas de las
propiedades antes mencionadas para luego resolver una inecuaciéon aplicando regla

de los signos.

Ejemplo 2.53. Vamos a resolver la siguiente desigualdad:
|z — 1| < |22+ 1]

Primero vamos analizar si la desigualdad se verifica cuando |2z + 1| = 0, es decir

para r = —%, pues de ser asi —% es solucién de la desigualdad y se tendrd que

considerar a este valor a la hora de escribir la solucién final. En el caso de que no sea
solucién no vamos a tener problema a la hora de dividir a |x — 1| por |2z + 1| para
poder resolver la desigualdad dada. Como en este caso |x — 1| < 0 no se verifica
para r = —% este valor no es soluciéon y comenzamos a resolver la desigualdad sin

problema multiplicando en ambos lados de la misma por el inverso multiplicativo

de |2z 4 1]. Nos queda entonces por resolver

r—1
20+ 1

v —1]
22+ 1]

<
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a la cual la resolveremos aplicando la propiedad i., en donde en nuestro caso b = 1

Nos queda entonces:

r—1
—-1< <1
2z + 1
Luego debemos resolver:
r—1 r—1
-1< <1
2z + 1 Y 2z + 1
L. 2.

Resolvemos 1., para ello, sumamos 1 en ambos lados de la desigualdad, para que

nos quede una desigualdad que resolveremos aplicando la regla de los signos:

—1 3
2:; 1 +1>0 resolviendo oy f_ 1 >0

luego al aplicar la regla de los signos nos queda por resolver
i) 3z >0 y 20 +1>0
i) 3x <0 y 20 +1<0

cuya solucién de 1. es la unién de la solucién de i) y ii):

5, = (—oo; _71) U (0; o0)

Resolvemos 2., para ello, sumamos —1 en ambos lados de la desigualdad, para que
nos quede una desigualdad que resolveremos aplicando la regla de los signos:

—1 —x — 2
L —-1<0 resolviendo v

<0
20+ 1 20+ 1

luego al aplicar la regla de los signos nos queda por resolver
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i) —x—2>0 y 20 +1<0
i) —x—2<0 y 20 +1>0

cuya solucién de 2. es la unién de la solucién de i) y ii):

Sa. = (—o00; =2)U (_71, OO>

Finalmente la interseccién de la solucién 1 (S7) con la solucién 2 (S2.) nos da la

solucion de la desigualdad dada:

Es decir los valores de x que verifican |z — 1] < |2z 4 1| son aquellos que pertenecen

al intervalo (—oo; —2) U (0; 00).

Ejercicio 2.54. Resolver las siguientes desigualdades con mdédulo:

1. |7—2z|>x -3 3. |z =1 —|r+1] <0

2. lx—=5|<z—-1

Solucion:
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1. S=(—o0; ¥JU[4; o0) 2. 5=[3; o0) 3. 8 =(0; c0)







Capitulo 3

Funciones

3.1. Sistema de coordenadas rectangulares.

En el plano, se grafican dos copias de la recta real, una horizontal y la otra
vertical, de modo que se intersectan en los puntos ceros de las dos rectas. A las
rectas se las denomina Ejes Coordenados y a su interseccion que se la denota con
0, se la denomina Origen. Por convencion, la recta horizontal se llama Eje = y a
la recta vertical se la llama Eje y. Los ejes coordenados dividen al plano en cuatro

regiones llamadas Cuadrantes.

121



122 CAPITULO 3. FUNCIONES

a{ &
N
[55]
2
II Cuadrante I Cuadrante
1
3 2 1 0 1 3
Eje x
-1
III Cuadrante IV Cuadrante
-2
-3

Un punto P en el plano, se designa por medio de una pareja de niimeros, llamados
cada uno Coordenadas Cartesianas. Si una linea vertical y otra horizontal que
pasan por P, intersectan a los ejes x e y en a y b, respectivamente, entonces P tiene
coordenadas (a; b); luego (a; b) es un par ordenado de nimeros, en donde el primer
nimero a, es la coordenada x o Abscisa; y el segundo nimero, b, es la coordenada

y u Ordenada.

b P = (a; b)

Ejercicio 3.1. Escribir los pares ordenados de cada uno de los puntos ubicados en

el siguiente sistema de ejes cartesianos.
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Ejercicio 3.2. Representar los siguientes puntos en un sistema de ejes coordenados:

3.2. Grafica de Ecuaciones.

El uso de coordenadas para puntos en el plano nos permite describir curvas por
medio de una ecuacién. La Grafica de una Ecuacion en x e y consiste en aquellos
puntos en el plano cuyas coordenadas (z; y) hacen verdadera la igualdad. En el

dictado del curso nos va a interesar graficar ecuaciones de primer y segundo grado.
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Observacion 3.3. El procedimiento que se menciona a continuacion sélo es valido

cuando el conjunto de valores que pueden tomar z e y son los reales.

3.2.1. Procedimientos para graficar una ecuacion:
1. Obtener las coordenadas de alguno de los puntos que satisfacen la ecuacion.
2. Graficar estos puntos en el plano.
3. Conectar los puntos con una curva suave.
Ejemplo 3.4. Grafiquemos la ecuacién:
y =3+ 2

1. El primer paso que vamos a realizar es construir una tabla de valores para

determinar las coordenadas de alguno de los puntos que satisfacen la ecuacién.

x y=23x+2 P =(z; y)

0| y=30)+2=2 (0; 2)
1| y=31)+2=5 (1; 5)
2 | y=3(2)+2=38 (2; 8)
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Graficamos los puntos obtenidos de la
2.
tabla, en el plano:

3. Unimos los puntos con una curva suave:

125

Observacion 3.5. Cudntos mas puntos se grafiquen, mejor va a poder ser la realiza-

cién de la grafica, pues la idea es guiarse uniendo estos puntos para su construccion.

Ejemplo 3.6. Graficar la ecuacién:

y=a—x+1

1. El primer paso que vamos a realizar es construir una tabla de valores para
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determinar las coordenadas de alguno de los puntos que satisfacen la ecuacién.

0| y=02-(0)+1=1 (0: 1)
;| v=E"-@G+1=1 (3 )
1| y=(12-—()+1=1 (1 1)
2 | y=(22-(2)+1=3 (2; 3)
3| y=(32-(3)+1=7 (3: 7)

Graficamos los puntos obtenidos de la
2.
tabla, en el plano:

3. Unimos los puntos con una curva suave:
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Observacion 3.7. Al observar de los ejemplos, la tabla de valores realizada para
graficar a la ecuacién, como asi también la representacion gréafica de las mismas; se ve
que en ambas se expresa una relacion entre dos magnitudes, z e y. La relacion entre
estas variables es la siguiente: a cada valor de la variable x, le corresponde
uno y solo un valor de la variable y. De aqui que a y se la denomina variable
dependiente y a r variable independiente . Esta relacion define el concepto de

funcion.

Observacion 3.8. A la expresién general de la ecuaciéon de una funcion se la denota

y = f(z).

3.3. Funciones.

Antes de empezar a hablar del concepto de Funcion, entendamos que se entiende
por relacién. A las relaciones las encontramos por todos lados, por ejemplo la relacion
entre horas que pasa un estudiante con el celular y sus notas en el colegio, pues si
estdn muchas horas frente al celular, sus notas bajaran. Otra relaciéon que podemos
ver es entre las preguntas contestadas en un examen y la nota obtenida, pues a
mas respuestas correctas, mayor sera la nota. También otra relacién que podemos
encontrar a diario, es cuando vamos a hacer las compras y lo que vamos a pagar por
ello, por ejemplo si compramos tres gaseosas, cuyo valor de cada una de ellas es de

$60, vamos a pagar $180; la relacién estaria entre la cantidad de gaseosas y el valor
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a pagar por ellas; y asi podemos encontrar infinidad de ejemplos y de aqui la gran

importancia de este tema.

Definicién 3.9. Dados dos conjuntos A y B, una funcién de A en B es una regla
de correspondencia o relaciéon entre ambos conjuntos, que asocia a cada elemento
x del conjunto A uno y solo un elemento del conjunto B. El conjunto A se llama
conjunto de partida o dominio de f, el conjunto B se denomina conjunto de

llegada o codominio de f.

Para entender mejor el tema, pensemos en una funcién como una maquina que
toma como entradas un valor x y produce una salida f(z). Cada valor de entrada
se hace corresponder con un solo valor de salida. No obstante, puede suceder que

diferentes valores de entrada den el mismo valor de salida.

fix)

La definicién no pone restriccion sobre los conjuntos del dominio y del codominio.
Por ejemplo el dominio podria consistir en el conjunto de personas en un curso de
Anaélisis, el codominio el conjunto de las calificaciones que se obtendran y la regla de

correspondencia la asignacion de calificaciones; o como vimos en uno de los ejemplos
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anteriores de relaciones, el dominio puede ser las horas que el estudiante pasa frente
al celular, el codominio el conjunto de calificaciones y la regla de correspondencia la
asignacion de calificaciones. De acuerdo a la definicién anterior, para cada elemento x
del dominio de A la funcién f le hace corresponder un tnico elemento en el codominio
de B; a este elemento lo denotamos f(x). Al conjunto de todos los valores f(z)
pertenecientes a B, con x perteneciente al dominio A de la funcién se lo denomina

conjunto imagen, rango o recorrido de f y lo denotaremos /¢. En simbolos,

Iy={yeB/3zeA/ flx)=y}

Notacion 3.10. Usaremos la siguiente notacién para denotar “f es funcion de A
en B”.

f:A—B

Siendo A el dominio y B el codominio.

A B

. Codominio
Dominio

Observacién 3.11. Una funcién puede expresarse mediante un texto, una expresion

algebraica, una tabla de valores o bien por medio de un grafico. A lo largo del curso,
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nos va a interesar graficar funciones lineales y cuadraticas.

Ejercicio 3.12. Considere la funciéon f : Z — Z que a cada entero le asigna su

opuesto:

1. Escribir simbolicamente f(z)

2. Calcular f(—=3), f(=2), f(=1), f(0), f(1)y f(2).

3. Representar los valores obtenidos en un sistema de ejes cartesianos.

Ejercicio 3.13. 1. Encontrar la expresiéon de alguna funciéon f : R — R que

cumpla:
f(=2)==8, f(=1)=—1, f(0)=0, f(1) =1y f(2) =8

2. Representar los valores obtenidos en un sistema de ejes cartesianos.

3.4. Funcidon Lineal

Definicién 3.14. Una funcidn lineal, es una funcién que se puede expresar como

una ecuacién que tiene la siguiente forma: f(z) = ma+b donde m y b son constantes



3.4. FUNCION LINEAL 131

reales y x es una variable real. Su nombre, funcion lineal, se debe a que graficamente
en el plano representa a una linea recta. Notaremos a estas funciones de la forma
f:R — R, lo cual indica que el dominio y la imagen de la misma es el conjunto de

los niimeros reales.

Ejemplo 3.15. Representemos graficamente a la ecuacién lineal y = 3x. Primero
realizamos una tabla de valores que verifican la ecuacion y luego ubicamos los puntos
obtenidos en un sistema de ejes cartesianos para luego unirlos y determinar asi la

grafica de esta funcién.

x | f(x) =3z )

1] -3 :

0 0 A
1 3 -

2 6

Observacion 3.16. Al observar el grafico se puede concluir que la recta pasa por
el origen y a medida que x se mueve un lugar a la derecha, y se mueve tres lugares

hacia arriba.

Ejemplo 3.17. Representemos graficamente a la funcién lineal y = 2z + 1. Nue-
vamente, realizamos primero una tabla de valores que verifican la ecuacion y luego

ubicamos los puntos obtenidos en un sistema de ejes cartesianos para luego unirlos



132 CAPITULO 3. FUNCIONES

y determinar asi la grafica de esta funcién.

r |y=2x+1 v

2| -3 j

IR :

0 1 X
1 3

2 )

Observacion 3.18. Al observar la gréfica concluimos que la recta corta al eje y en
1, y luego desde ahi cuando corre un lugar a la derecha en z, sube dos lugares, es

decir se mueve dos lugares hacia arriba en y.

Ejemplo 3.19. Representemos graficamente a la funcion lineal y = —z + 2. Nue-
vamente, realizamos primero una tabla de valores que verifican la ecuacién y luego
ubicamos los puntos obtenidos en un sistema de ejes cartesianos para luego unirlos

y determinar asi la grafica de esta funcion.
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x | flz)=—x+2

-9 4 s

Observacion 3.20. Observando el grafico concluimos que la recta intersecta al eje
y en 2, v que por cada un lugar que se mueve con respecto al eje x, baja un lugar

con respecto al eje y.

2
Ejemplo 3.21. Representemos graficamente a la funcién lineal y = 3%~ 1 Nueva-
mente, se realiza primero una tabla de valores que verifican la ecuacién y luego se
ubican los puntos obtenidos en un sistema de ejes cartesianos para luego unirlos y

determinar asi la grafica de esta funcién.
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2
x | f(z)= gx—l
-3 -3
9 T :
3
_1 2
3 >
0 —1
1
1 -
3
1 -4
9 -
3
3 1

Observacion 3.22. Al observar la grafica concluimos que la recta intersecta al eje
y en —1, v que por cada tres lugares que se mueve con respecto al eje x, sube dos

lugares con respecto al eje y.

1
Ejemplo 3.23. Representemos graficamente a la funcién lineal f(z) = —=x — 2.

2
Nuevamente, realizamos primero una tabla de valores que verifican la ecuacién y

luego ubicamos los puntos obtenidos en un sistema de ejes cartesianos para luego

unirlos y determinar asi la gréfica de esta funcion.
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1
x | f(z)= —5% 2
—2 —1 1
_1 _§ 1 2 3 4
2
0 —2
1 2
2 )
2 -3
7
3 _L
2

Observacion 3.24. Al observar la grafica concluimos que ésta intersecta al eje y
en —2, y que cuando se mueve dos lugares con respecto al eje x, se mueve uno hacia

abajo con respecto al eje y.

Al observar las graficas de las distintas rectas y las observaciones obtenidas,
concluimos que la recta corta al eje y en el término independiente que se corresponde
al valor de b en la exprecién general de la funcién lineal. A este valor se lo denomina
Ordenada al Origen. Luego a partir de este valor, la recta se mueve a la derecha en
x tantos lugares como indica el valor del denominador del coeficiente que acompana a
x, y de ahi la recta va a subir tantos lugares como indica el numerador del coeficiente
que acompana a la x; ojo, subimos en el caso de que el signo del coeficiente de x es
positivo, en el caso de que fuera negativo se debe bajar; indicando con esto ultimo
la inclinaciéon o pendiente de la recta. Por tal motivo al valor que acompana a x

se lo denomina Pendiente. Generalizando, dada la funcién lineal f(z) = ma + b
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tenemos que:

b = Ordenada al origen, que indica el valor que intersecta al eje y.

m = Pendiente de la recta, que indica la inclinaciéon de la misma.

2
Ejemplo 3.25. Representemos gréaficamente la recta f(x) = —3% + 2.

Lugares que nos corremos con
3] respecto al eje x (3)

Ordenada al
origen (b=2)
Lugares que nos corremos con
respecto al eje y (2)

Observacion 3.26. Cabe destacar que en el transcurso de esta seccion se ha tra-
bajado con rectas cuyas pendientes eran nimeros racionales, en caso de tener una
recta cuya pendiente resulte un nimero irracional se graficard a la misma siguiendo

los pasos que se detallan a continuacién:

1. Encontrar dos puntos que verifiquen la ecuacion de la recta.

2. Ubicar los dos puntos hallados en 1. en un sistema de ejes coordenados.

3. Unir los puntos con una recta.
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Ejercicio 3.27. Representar graficamente las siguientes rectas:

L ()= —gz—1 3. f(a) = —o 5. fx) = 4o -2
3 1
2. flz) =g +35 4. flz)=1tr—1 6. f(z)=—2x+1
3.4.1.

Ecuacién de la recta que pasa por dos puntos.

Como ya se ha mencionado la pendiente de una recta se interpreta como la razén
del incremento vertical con respecto al incremento horizontal, entonces dados dos

puntos por los que pasa la recta, podemos determinar su pendiente. Su interpretacion
grafica es la siguiente:

Calculo de la pendiente

¥ {ordenadas)

Pyi%z . ¥:)

Ya-¥a
Incremento
Vertical
Pylxy . yi)
¥z
Rz =Xy
Incremento
Horizontal
o Yi Y1 ”
; ¥ [abscisas)
Xy
Xz
Incremento Vertical Yz — ¥y
m —

Incremento Horizontal x;—x,
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De esta manera dados dos puntos (z1, ¥1) v (22, y2) con x; # x5 la ecuacion de

la recta que pasa por los mismos es:

Y2 — Y1
— 1
2 m) 1)

Yy—y =

5
Ejemplo 3.28. Determinemos la recta que pasa por los puntos P = (O; §> y

Q) = (3; 1). Aplicando la ecuacién (1) :

5 1-32
_ 2 _ -0
y-3 @0
5 _2
3
% —_ —_ = =
Y737 3"
— 2 + >
= —XT —_
Y= %73
La representacién grafica de la misma es:
43 v oot 2 3 4 5 8 1 \m
Ejercicio 3.29. 1. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (1; 1)

y (0; —2).

2. Hallar la ecucion de la recta que pasa por los puntos (—2, 0) y (1,—4).
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Solucién:
l.y=3z -2
_ 4 8

3.4.2. Ecuacién de la recta que pasa por un punto con pen-
diente dada.
De la ecuacién de la recta que pasa por dos puntos, vimos que la pendiente es

Y2 — 1
m =
To — T

Y2 — 1
To — X1

entonces haciendo este reemplazo en la ecuacion y —y; = (x — 1) se obtiene

la ecuacién de la recta que pasa por un punto con pendiente dada. Esta es:

y =y =m(z—x) (2)

con m la pendiente dada y (z1, y1) el punto por el que pasa la recta.

Ejemplo 3.30. Determinemos la ecuacion de la recta de pendiente m = —1 que
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pasa por el punto (2; 5). Aplicando la férmula (2) nos queda:

y—>5 = —1l(zr—2)
- y=—-ax+2+5

— y=-x+7

Representacion grafica:

2
Ejercicio 3.31. 1. Hallar la ecuacién de la recta de pendiente (—5> y que pasa

por el punto (0; 2).

2. Hallar la ecuacion de la recta de pendiente 3 y que pasa por el punto (1; —2).

Solucion:
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2.y=3x -5

3.4.3. Rectas paralelas y perpendiculares

Cuando representamos graficamente dos ecuaciones lineales en el mismo siste-
ma de ejes cartesianos existen tres posibilidades de acuerdo a la disposicién de las

mismas en el plano:

1. Las ecuaciones tienen la misma grafica, y se corresponden a rectas coincidentes.
2. Las gréficas se intersectan en un punto, y se corresponden a rectas incidentes.

3. Las gréaficas corresponden a rectas pararlelas.

Dos rectas son paralelas cuando sin ser coincidentes, graficamente no se cortan en

ningiin punto del plano y para que ello ocurra deben de tener la misma pendiente.

Ejemplo 3.32. La recta y = 2 — 3 es paralela a la recta y = 2x 4 1 pues tienen la

misma pendiente, 2. La representacion grafica de ambas rectas es:
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/

/

Ejemplo 3.33. Determinemos la férmula de la funcién lineal que es paralela a
la funcién y = —4x + 1 y que pasa por los puntos (0; g) . Luego representemos
ambas rectas en un mismo sistema de ejes cartesianos. Como la recta a determinar
es paralela a la recta y = —4x + 1 su pendiente es —4; luego aplicando la férmula

de la ecuacién de la recta que pasa por un punto con pendiente dada nos queda

y—5 = —4@-0)
2
— y=—4r+ -
Representacion grafica:
F 3
\
\\ \
\..‘\ \\\
\ \ &
\ \
\
\ 3\
\
1\
\\, \ ¥ =-ax =+ /2
AN
1 o \. \. 1 2 <
\\ \\
- \ = -4x+ 1
\
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Dos rectas son perpendiculares cuando graficamente forman un angulo recto

(dngulo de 90°). Esta situacién se presenta en los siguientes caso:

1. Si l; y Iy son rectas oblicuas cuyas respectivas pendientes m; y ms cumplen

con que mq.mo = —1.

2. Si una recta es horizontal y la otra es vertical.

Ejemplo 3.34. Determinemos si la recta l; que pasa por los puntos (—1; 5) y
(3; 9) es perpendicular a la recta Iy que pasa por los puntos (—2; 6) y (3; 1).
Para determinar si ambas rectas son perpendiculares, debemos determinar cual es

la pendiente de cada una de ellas: Pendiente de la recta [; :

9—-5 4 ]
m = ———-—G= — =
T3 (1) 4
Pendiente de la recta [, :
1-6 -5
my = =—=-1
3—(-2) 5

Luego
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como el producto de ambas pendientes es (—1) concluimos que las rectas son per-
perpendiculares.

-1
Observacion 3.35. El producto mq.mo = —1, es equivalente a m; = — o my =
mgy

—: entonces podemos concluir que dos rectas oblicuas son perpendiculares cuando
ma

la pendiente de una de ellas es la inversa y opuesta de la otra.

3
Ejemplo 3.36. Si la pendiente de una de las rectas es m; = 7 la pendiente de

. 4
una recta perpendicular a ella es my = 3

Ejercicio 3.37. 1. Encontrar la ecuacién de la recta que corta al eje x en 3 y es

paralela a la recta 3z — 4y = 4.

2. Determinar la ecuacién de la recta que es perpendicular a la recta 3y —6x =5

y pasa por el punto (3; —4).

3. Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (3; 0) y es perpendi-

cular a la recta 3r — 4y = 4.

Solucion:
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1 5
9 Y= ——g— 2
Yy=737 735
3.y:—§a§—l—4

3.5. Sistema de ecuaciones lineales con dos incégni-

tas

Definicién 3.38. Un sistema lineal de dos ecuaciones con dos incognitas x e y, es
un conjunto de dos ecuaciones que puede escribirse en la forma siguiente:
arr + by = ¢

as + by = co

donde ay, as, by, by, ¢1 y co son constantes reales con a; # 0y by # 0 o bien ay # 0
y by # 0. Estas restricciones aseguran que ambas variables figuren en el sistema y

que haya por lo menos una variable en cada ecuacion.

Los nimeros ay, ag, by, y by se llaman Coeficientes del sistema y los niimeros
c1y ¢ son los Términos Independientes. El Conjunto Solucion del sistema
es el conjunto de pares ordenados (x; y) que verifican ambas ecuaciones. Como las
ecuaciones que componen el sistema son lineales, la grafica de cada una de ellas es
una recta. De esta manera de acuerdo a la posicion relativa de dos rectas, se da la

clasificacién de cada sistema.
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Sistema con Unica solucion Sistema sin solucién

Sistema con infinitas soluciones

Ejemplo 3.39. Consideremos el sistema:
20 +y =295
dr—y=1

Representando ambas ecuaciones lineales en el mismo sistema de ejes cartesianos:

concluimos que como se intersectan en un punto, el sistema tiene una unica

solucion; y es:

§={1 3)}
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Este método grafico de resolver un sistema de ecuaciones, no siempre es el mas
conveniente, es por eso que existen otros métodos que nos permiten resolver a cual-

quier sistema de ecuaciones con dos incognitas.

3.5.1. Meétodos de resolucion de sistema de ecuaciones:

* Método de Sustitucién: Este método consiste en despejar una de las varia-
bles de cualquiera de las ecuaciones, para luego sustituirla en la otra ecuacién;
obteniéndose un sistema equivalente donde una de las ecuaciones depende de

una variable.

Ejemplo 3.40. Consideramos el sistema del ejemplo anterior:
20 +y=2>5 (i.)
dr—y=1 (¢1.)
Para resolverlo por este método, lo primero que debemos hacer, es despejar una de

las variables de una de las ecuaciones; supongamos que despejamos y de la ecuaciéon
(i.)

2r+y=5 — y=5—2 (idi.)

luego sustituimos este valor de y en la ecuacién (ii.)

dr—(b—2x)=1
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Nos queda entonces una ecuacién de una variable, x; resolvamosla para poder de-

terminar la solucién del sistema:
dr—(b—-2x) = 1 = dz—5+2x=1
—- br=1+5 = z=1
entonces reemplazando por este valor en (7. )
y=5—-2(1) - y=3
Por lo tanto la solucién del sistema de ecuaciones es:

S={( 3)}
solucion que coincide con la obtenida por el método de resolucion grafico.

* Método de Igualacién: Para resolver un sistema por este método, prime-
ro se despeja de las dos ecuaciones la misma variable para luego igualar las

expresiones obtenidas, resultando asi una ecuacion con una incégnita.

Ejemplo 3.41. Consideramos nuevamente el sistema de los ejemplos anteriores:
2r+y=75 (i.)

dr—y =1 (23.)

Para resolverlo por este método, lo primero que debemos de hacer, es despejar la

misma variable de las dos ecuaciones; supongamos que despejamos y:
2e+y = 5 - y=5—-20 (471.)

de—y = 1 - y=—-1+4z (iv.)
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luego igualo ambas ecuaciones:

5 —2x=—-1+4x

Nos queda entonces una ecuacién de una variable, x; resolvamosla para poder de-

terminar la solucion del sistemas

5—2x = —-1+4+4x — —2z—4xr=-1-5

- —br=-1-5 — =1

entonces reemplazando por este valor en (iii.) o en (iv.) se determina el valor de y :

y=—1+4(1) — y=23

Por lo tanto la solucién del sistema de ecuaciones es:

S =A{(1; 3)}

Que vuelve a coincidir con la solucién obtenida con los métodos anteriores.

* Método de Reduccién por Sumas y Restas: Este método consiste en
reducir el sistema de ecuaciones a una sola ecuacién con una sola variable por

medio de los siguientes pasos:

a) Preparamos las dos ecuaciones, para lo cual podemos multiplicar por los
nimeros que convengan, de modo que las incégnitas que pretendamos

eliminar tengan coeficientes opuestos.
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b) Al sumar dichas ecuaciones se eliminara dicha incégnita, obteniendo una

ecuacién en una variable.
¢) Resolvemos dicha ecuacién.

d) Una vez obtenido el valor de dicha incégnita, bastard con sustituirlo en

cualquiera de las ecuaciones iniciales y despejar la otra incognita.

Ejemplo 3.42. Nuevamente tomando el sistema de ecuaciones de los ejemplos an-
teriores, veamos la aplicacion de este método para resolverlo:
20 +y=>5 (i.)
dr —y=1 (13.)
Se toma (i.) y se lo multiplica por (—2) miembro a miembro:

—4xr — 2y = —10

luego se suma esta ecuacién a la ecucién (4i.)
—4xr — 2y = —10

+ e —y=1

Oxr — 3y = -9

entonces —3y = —9, es decir obtuvimos una ecuacién con una incégnita, cuya so-
lucién es y = 3. Luego reemplazando este valor de y en i) nos queda otra ecuacién
en una incégnita, en este caso z: 2x + 3 = 5, luego x = 1. Entonces la solucién del

sistema de ecuaciones es:

S={(1; 3)}
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Ejemplo 3.43. Resolvamos el siguiente sistema de ecuaciones:

20 +4y =2 (i.)

r+2y=1 (73.)
Aplicando el método de reduccién por sumas y resta: Multiplicamos la ecuacion (ii.)

por (—2) :

—2r —4y = -2

luego sumamos ésta ecuacién a (i.)

20+ 4y =2
—2xr — 4y = -2
0z +0y=0
como obtuvimos como resultado 0 = 0 nos indica que el sistema tiene infinitas

soluciones. A la solucién se la puede expresar de las siguientes maneras:
S={(z; y): z=1-2yVy e R}

o bien

1 1
S:{(m; Y) y:—§$+§‘v’x€R}

Ejemplo 3.44. Resolvamos el siguiente sistema de ecuaciones:

20 + 4y = 2

4x 4+ 8y = 16
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Aplicando el métododo de igualacién, despejamos de ambas ecuaciones la variable

X .

2c+4dy = 2 =5 z=1-2y

dr+8y = 16 - z=4—-2y

Igualando las ecuaciones que obtuvimos para luego resolver la ecuacion que nos

queda:

1-2y = 4-2y = —2y+2y=4—1

— 0=13 Absurdo!!!!

este absurdo nos indica que el sistema no tiene solucion.

Situaciones problematicas

En muchas situaciones problematicas se requiere del planteo de un sistema de

ecuaciones para su resolucion.

Ejemplo 3.45.

En una alcancia hay 50 monedas y un total de $400. Si solo

.

hay monedas de $5 y de $10, ;Cudntas monedas de $5 y

de $10 hay en la alcancia? b

Resolucion: Como el problema nos prequnta cudntas monedas de cada valor hay en
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la alcancia, las incognitas van a representar a la cantidad de monedas, es decir, por
ejemplo podemos suponer que la variable x representa la cantidad de monedas de $5
y la variable y representa a la cantidad de monedas de $10. Luego con los datos del

problema armamos las ecuaciones del sistema:
x+y=>50 (.)
S5x + 10y = 400 (13.)
Una vez planteado el sistema de ecuaciones debemos resolverlo por alguno de los
métodos de resolucion mencionados arriba. Aplicamos el método de sustitucion: Des-
pejamos de (i.) la variable y :

y=00—=x

luego sustituimos este valor en (ii.) y resolvemos la ecuacion que nos queda:

52 4+10(50 —z) = 400
ba + 500 — 10z = 400
—  —5x =400 — 500

— =20

entonces el valor de y = 50 — 20 = 30.

Respuesta: Hay 20 monedas de $5 y 30 monedas de $10 en la alcancia.
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Ejemplo 3.46.

{JE{&% En una granja se crian gallinas y conejos. Si se f,\@
?é'(‘ { < f) N
i - cuentan las cabezas de estos animales son 50,y si g ol
k =

se cuentan las patas, son 134. ;Cuantos animales

hay de cada clase?

Resolucion: Como el problema nos prequnta cudntos animales de cada clase
hay, las incognitas van a representar a la cantidad de animales, es decir, por ejemplo
podemos suponer que la variable x representa la cantidad de conejos y la variable y
representa a la cantidad de gallinas. Luego con los datos del problema armamos las

ecuaciones del sistema:

r+y=>50 (i.)

Az 42y = 134 (ii.)

Una vez planteado el sistema de ecuaciones debemos resolverlo por alguno de los
métodos de resolucion . Aplicamos el método de igualacion Despejamos de (i.) y de

(13.) la variable y :

y = o0—=x

134 —4
y = T 6T — 2
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wgualando ambas ecuaciones

00—z = 67—2x

—x+2x = 67—50

luego el valor de y es y =50 — 17 =33

Respuesta: Hay 17 conejos y 33 gallinas.

Ejercicio 3.47. Resolver los siguientes problemas:

1. En un almacén hay botellas de aceite de 5 litros y 2 litros. En total
hay 1000 litros de acite y 323 botellas. ;Cuantas botellas de cada tipo
hay?

Solucién: Hay 118 botellas de 5 litros y 205 botellas de 2 litros.

2. Carlos le dice a Juan: “el dinero que yo tengo es el doble del que tu
tienes”. Y Juan le responde: “Si me das 600 pesos los dos tendremos
la misma cantidad”. ;Cuanto dinero tiene cada uno?

Solucién: Carlos tiene 2400 pesos y Juan 1200.

3. Ana tiene el triple de la edad que su hijo Jaime. Dentro de 15 anos,

la edad de Ana sera el doble que la de su hijo. ;Cuantos anos mas
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que Jaime tiene su madre?

Solucion: La madre tiene 30 anos mds que su hijo Jaime.

4. La suma de dos nimeros es 10 y la mitad de uno de ellos es el doble
del otro. ;Qué nimeros son?

Solucién: Los nimeros son 2 y 8.

3.6. Funcion Cuadratica.

Definicién 3.48. se llama funcién cuadratica a la funcion que se puede expresar
como una ecuacién que tiene la siguiente forma: f(z) = ax®+bx+c. En este caso, a, b
y ¢ son los términos de la ecuacién y pueden tomar cualquier valor real pero a siempre

debe de ser diferente de 0. El término ax?

es el término cuadratico, mientras que
bz es el término lineal y ¢, el término independiente. Cuando estan presentes todos
los términos, se habla de una ecuaciéon cuadratica completa. En cambio, si falta
el término lineal o el término independiente, se trata de una ecuacién cuadratica

incompleta. El dominio de esta funcion es el conjunto de los nimeros reales y la

grafica de la misma es una parabola.
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3.6.1. Parabolas del tipo y = az?, a # 0.

Al observar la grafica concluimos: Respecto de la curva y = 22, y = ax?

verifica:

i. Cuando |a| > 1 la curva se acerca al eje y (eje de simetria). Cuando |a|] < 1 se

aleja del eje y.

ii. Cuando a > 0 las ramas de la pardbola van hacia arriba. Cuando a < 0 las

ramas de la pardabola van hacia abajo.



158 CAPITULO 3. FUNCIONES

3.6.2. Parabolas del tipo y =az?+c, a #0 y c #0.

Al observar la grafica concluimos: Respecto de y = 222, la curva de ecuacién

y = ax? + ¢, con a # 0 es una parabola que:

i. Cuando ¢ > 0 la curva esta desplazada c unidades hacia arriba.

ii. Cuando ¢ < 0 la curva esta desplazada |c| unidades hacia abajo.
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3.6.3. Parabolas del tipo y = a(x —h)?, a# 0y h #0.

Al observar la grafica concluimos: Respecto de la curva y = 222, la curva

de ecuacién y = a(z — h)? con a # 0 es una pardbola que:

i. Cuando h > 0, la curva estd desplazada h unidades hacia la derecha.

ii. Cuando h < 0, la curva estd desplazada |h| unidades hacia la izquierda.
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3.6.4. Parabolas del tipo y = a(z —h)> +c¢, a #0, h #0y

c # 0.

/

Al observar la grafica concluimos: En esta ultima construcciéon unimos lo
realizado para la pardbola del tipo y = a(z — h)? con las del tipo y = ax? + c. De

esta manera la pardbola presenta traslacion horizontal y vertical.

Observacién 3.49. Cuando una funcién cuadratica estda expresada en la forma
y = a(z — h)? + ¢, se dice que estd en su forma canénica, en donde el punto (h, c)

representa al vértice de la parabola.
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3.6.5. Parabolas del tipo y = az? 4+ bx + ¢, con a, by c valores

reales, distintos de cero.

Para graficar a este tipo de pardbolas se requiere determinar previamente:
1. La o las intersecciones con el eje z, es decir, los ceros o raices de la funcion.

2. La interseccién con el eje y, que se corresponde con el valor del término inde-

pendiente o bien se obtiene de reemplazar en la funcién a x por 0.

T+ x
3. Vértice de la pardbola: v = (z,; y,) donde x, = L ;— 2, con x1 y o las raices

de la funcién; o bien la coordenada x del vértice se puede obtener aplicando la

formula z, = ;— La coordenada y del vértice se obtiene reemplazando por el
a

dac — b?

valor obtenido de x, en la funcién; o bien aplicando la férmula, y, = 1
a

4. Eje de simetria de la pardbola, cuya ecuacion que lo representa es x = x,.
Es importante ubicar este eje, pues es aquel que indica que las ramas de la

parabola son simétricas con respecto a él.
Ejemplo 3.50. Sea f(r) = 2% — 2x — 3; para representarla graficamente buscamos:

1. Sus raices o intersecciones con el eje x: como A = (—=2)?—4-1-(=3) =16 >0

luego la funcion tiene dos raices reales. Aplicando la férmula resolvente o de
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Bhaskara tenemos:

2+ VA 244
T1,T2 21 — 2
— .731:3 y Igz—l

. Interseccion con el eje y :

. Vértice de la pardbola: V = (z,; )

34+ (—1)
’U:—Il
v 2

luego reemplazando por este valor en la funcién se obtiene el valor de y, :
Yy =1>—-2-1-3=—-4

por lo tanto el vértice es:

. Eje de simetria:

Ahora si, marcando los resultados encontrados en un sistema de ejes y luego
uniéndolos a estos puntos con una curva suave, obtenemos la grafica de la

funcion.
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Eje de Simetria
x=1

o 2 -+

Raiz (3; 0)

-3 -2

Raiz (-1; O)

Interseccion con el geje vy
(0; -3) —a

Vertice (1, -4)

De la gréfica concluimos que en el intervalo (—oo; 1) la funcién es decreciente,
pues cuando los valores de x aumentan, los valores de y disminuyen. Por otro
lado observamos que en el intervalo (1; oo) la funcién es creciente, pues a
medida que aumentan los valores de x también aumentan los valores de .
De esta manera tenemos que la funcién alcanza un minimo en el vértice de
la pardbola. Por otro lado, al observar la grafica concluimos que el conjunto

imagen de la funcién es el intervalo [—4, c0)

Ejemplo 3.51. Sea f(z) = 2% — 4z + 5; para representarla graficamente buscamos:

1. Sus raices o intersecciones con el eje x: como A =16 —4-1-5 < 0 la funcién
no tiene raices reales, es decir las ramas de la pardbola no cortan nunca al eje

X .
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2. Interseccion con el eje y :

f0) =5

3. Vértice de la pardbola: V' = (x,; y,) Como no tiene raices reales la funcién, la

coordenada x del vértice no se puede obtener como el promedio de las raices;

es por eso que aplicamos la férmula dada con anterioridad:

1
Ty = — =2
21

luego la coordenada y del vértice es:
f(2)=2"-4-2+5=1
por lo tanto el vértice de la parabola es:

v=(2; 1)

. Eje de simetria:

Marcando los puntos recién encontrados en un sistema de ejes, y uniéndolos

considerando también el eje de simetria, obtenemos la grafica de la funcion:
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Eje de Simetria
x=2

Interseccién con
el Ejey: (0;5) &

1 Vértice (2;1)

-3 -2 -1 o 1 3 4 5 ) 7

De la grafica concluimos que en el intervalo (—oo; 2) la funcién es decrecien-
te, pues a medida que aumentan los valores de x disminuyen los valores de y.
Por otro lado observamos que en el intervalo (2; o) la funcién es creciente,
pues cuando los valores de x aumentan, los valores de y también lo hacen.
De esta manera tenemos que la funciéon alcanza un minimo en el vértice de
la parabola. Por otro lado, al observar la grafica concluimos que el conjunto

imagen de la funcién es el intervalo [1, 00)

Ejemplo 3.52. Sea f(z) = 2% + 2z + 1; para representarla graficamente buscamos:

1. Sus raices o intersecciones con el eje x: Como A =4 —4-1-1=0 la funcién

tiene una tnica raiz real y por lo tanto la grafica de la funcién rebota sobre el
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eje x. Busquemos esta raiz aplicando la formula resolvente o de Bhaskara:

—2
1 = Ty = ﬂ:_l

— l’lz—].

2. Interseccion con el eje y :

3. Vértice de la pardbola: V = (z,; y,) Como tiene una tnica raiz real la coor-
denada x del vértice coincide con la raiz, en este caso x, = —1 y por lo tanto
la coordenada y del vértice es 0, entonces el vértice de la parabola es el punto

del plano:

v=(-1; 0)

4. Eje de simetria:

Marcando los puntos recién encontrados en un sistema de ejes, y uniéndolos

considerando también el eje de simetria, obtenemos la grafica de la funcion:
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Eje de simetria 5
x=-1

Interseccion con
elejey(0,1)

-3 -2 i o 1 2 3
Vérlice y tnica raiz
1,0 -1

De la gréfica concluimos que en el intervalo (—oo; —1) la funcién es decre-
ciente, pues a medida que aumentan los valores de x disminuyen los valores
de y. Por otro lado observamos que en el intervalo (—1; oo) la funcién es
creciente, pues cuando los valores de x aumentan, los valores de y también
lo hacen. De esta manera tenemos que la funcién alcanza un minimo en el
vértice de la parabola. Por otro lado, al observar la grafica concluimos que el

conjunto imagen de la funcién es el intervalo [0, c0)

Ejemplo 3.53. Sea f(z) = —(x—1)(z—3) la funcién cuadrética expresada en forma
factorizada y por lo tanto no es necesario aplicar algiin método para determinar sus
raices, ya que las conocemos de antemano, estas son, 1 y 3. De la forma factorizada
conocemos también el valor de a el cual es —1 y de aqui que concluimos que la grafica
de esta funcién, corta al eje x en 1 y 3 y sus ramas van hacia abajo. Para poder

graficarla debemos conocer ademds el vértice de la misma V = (x,;¥,) en donde
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1+3
Ty = % = 2 y entonces y, = —(2—1)(2 —3) = 1, asi V = (2;1); concluimos

de aqui que el eje de simetria es = 2. Por ultimo nos falta encontrar el valor que
corta al eje y, esto es cuando = = 0, f(0) = —(0 — 1)(0 — 3). Finalmente con todos

estos datos estamos en condiciones de representar graficamente a esta funcion.

Eje de simetria
¥=72 Vertice (2, 1)

1 L 2

-1 o 1 3 4 5 [
Raiz(1,0) Raiz (3, 0)

Interseceidn con
el gjey(0,-3)

De la grafica concluimos que en el intervalo (—oo; 2) la funcién es creciente,
pues a medida que aumentan los valores de x aumentan los valores de y. Por otro
lado observamos que en el intervalo (2; oo) la funcién es decreciente, pues cuando
los valores de x aumentan, los valores de y disminuyen. De esta manera tenemos
que la funcién alcanza un maximo en el vértice de la pardbola. Por otro lado, al
observar la grafica concluimos que el conjunto imagen de la funcién es el intervalo

(_007 1)

Ejercicio 3.54. Graficar las siguientes funciones, indicando luego intervalos de cre-
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cimiento y de decrecimiento, si alcanza un valor maximo o minimo y el conjunto

imagen de la misma.

1. f(x) =222 -4z +5 2. f(x) = 42*+242+32 3. flz) = —%m2+2x—2

Observacién 3.55. En resumen a lo expresado con anterioridad tenemos que a una
funcién cuadratica se la puede encontrar expresada en su forma polinémica (f(x) =
ar®+bx+c), o en su forma factorizada (f(z) = a(x —z1)(x — ), donde 1 y x5 son
las raices de la parabola) o bien en su forma canénica (f(z) = a(x —z,)*+y,, donde
(x4, Yy) es el vértice de la pardbola). Estas tres formas en que puede presentarse una

funcién cuadratica son equivalentes, es decir verifican:
f(2) =ar’ + bz +c=alr — 1) (v — 29) = a(x — 2,)* + Yy

Estas igualdades se verifican aplicando la propiedad distributiva y asociando conve-

nientemente.
Ejercicio 3.56. Verificar las siguientes igualdades.

fx)y=2x-1)(r—3)=2(xr—-2)*—-2=22> -8z +6

3.6.6. Problemas de valores maximos y minimos

Con frecuencia nos encontramos con la necesidad de determinar el valor mas
grande o el valor més pequeno en ciertas situaciones problematicas. A estos proble-

mas se los conoce como problemas de maximos y minimos y para determinar estos
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valores se usa del concepto de funcién cuadratica. Problemas de la vida cotidiana
que involucre maximizar o minimizar una funcién se pueden encontrar, por ejemplo,
en el célculo de areas, volumenes, distancia, tiempo, costos o ganancias de algin

producto.

Ejemplo 3.57. Si la diferencia entre dos niimeros es 6 ;Cudles deben ser
los nimeros para obtener el menor producto? ;Cual es ese producto?
Para resolverlo, planteamos la funcién que representa esta situacion. Las incégnitas
del problema son los niimeros a encontrar, es por eso que a uno lo definimos como x
y al otro como (x —6), pues la diferencia de ambos debe de ser 6. Luego el problema
pide determinar estos niimeros cuando el producto entre ellos sea minimo, entonces

nos queda como funcién:
f(@) = v(x - 6)

que se corresponde a una funciéon cuadratica expresada en forma factorizada. En
el vértice de la parabola se obtiene el valor minimo, en donde la coordenada x del
vértice, en este caso, nos da uno de los nimeros buscados (z), y la coordenada y
del vértice nos da, en nuestro caso, el valor del producto minimo. Determinemos
entonces el vértice de la funcion:
, 0+6 )
Como las raices son 0 y 6, x, = —— = 3, entonces y, = 3(3 — 6) = —9, es decir el
2

vértice es:

v=(3; —9)
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de este resultado damos repuesta al problema:

Repuesta: Los nimeros para obtener el menor producto son 3 y —3; y el producto
entre ellos es —9.

Veamos la representacién grafica de esta funcion para terminar de entender la re-

puesta dada al problema:

Valor en donde se alcanza
el minimo: v = (3, -9)

Ejemplo 3.58. Un granjero dispone de 1200 metros de cerca para cons-
truir 3 corrales rectangulares, paralelos e idénticos, como muestra la fi-
gura. ;Cual es el mayor area total que puede cercar? ;Cuales son las

dimensiones de cada corral?
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Para resolverlo se debe plantear primero la funcién que representa la situacion

problematica. Consideramos las siguientes incognitas sobre la figura dada:

X

——

luego la relacién que se da entre las variables de acuerdo a los datos del problema

es:

3
6x 4+ 4y = 1200 — y:300—§x

entonces si el problema nos pide determinar el mayor area total que se puede cercar,

la funciéon a maximizar es:

f(z) = (3z)y reemplazando por el valor de y

flz) = (32) (300 — gx) factorizamos ésta funcién para determinar sus rafces
9

flz) = —Ex(x —200)

Las raices de la funcién son x = 0 y x = 200 entonces el vértice se va a encontrar

en:

~ 20040
2

9
v = (2, yp) donde z, =100 — y, = —5100(100 —200) = 45000

— v = (100; 45000)
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de estos resultados obtenemos la respuesta al problema:
Respuesta: El area total méaxima es 45000 y las dimensiones de cada corral son

3
T = 100ey:300—§10(): 150.

Ejemplo 3.59. Se introducen abejas en una isla. La poblacion maxima fue

de 4410 en el dia 11, y se extinguié en 32 dias.
1. ;Qué funcién describe la evolucion?
2. ;Cuantas abejas fueron introducidas?
3. (En qué dias la poblacién fue de 4250 abejas?
Resolvamos cada apartado del problema:

1. Para encontrar la funcién cuadratica que describe la evolucién en la poblacién
de abejas a medida que transcurrieron los dias, vamos a utilizar los datos del
problema indicando los valores que representan de la misma, en este caso de
que la poblacién maxima fue de 4410 en el dia 11, obtenemos el vértice de la
parabola y de que la poblacion se extinguié a los 32 dias, obtenemos un punto
de la misma, este es el punto (32,0). Con estos datos podemos encontrar la

forma canonica de la funcion cuadratica:

f(z) = =10 (z — 11) + 4410
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2. Para responder a la pregunta de cuantas abejas fueron introducidas, debemos
encontrar el valor de la funcién para x = 0 pues en este instante es cuando

comienza la poblacién de abejas.
f(0) = —10- (0 — 11)* + 4410 = 3200
Por lo tanto la poblacién introducida fue de 3200 abejas.

3. Pararesponder a la ultima pregunta debemos encontrar los valores de  cuando

f(z) = 4250 esto es:
4250 = —10 - (x — 11)* + 4410

luego resolviendo la ecuacion que nos queda obtenemos que para x = 7 y
x = 15 el valor de la funcién es de 4250, entonces en el dia 7 y 15 la poblacion

de abejas fue de 4250.

Ejercicio 3.60. Resolver los siguientes problemas:

1. Hallar dos niimeros cuya suma sea 10 y cuyo producto sea maximo.

Solucion: Los numeros son el 5.

2. Un proyectil describe la trayectoria de la grafica dada por la funcién
h(t) = 200 + 80t — 16t* donde h(t) es la altura en metros y ¢ el tiempo

en segundos. Analizando a la funcién responder:
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a) (Cudl es la altura que alcanza a los 3 segundos?
b) (Cudl es la altura maxima que alcanza?

c) (Qué tiempo emplea en llegar al suelo?

3.7. Polinomios

Los polinomios que estudiaremos son expresiones de la forma:

-1 —2
P(x) = apx™ + ap 12" + ap_ox™ 4+ ... a1 + ag

donde a,,, a,_1, ap_a,...... , a1 son numeros reales constantes, llamados Coeficien-
tes; x es la Indeterminada, y los exponentes de cada una de las  (n, n—1, n —
2, , 1, 0) son nimeros naturales constantes. A cada término del polinomio se lo
llama Monomio. a, es el Coeficiente Principal; en el caso de que a,, = 1 se dice

que el polinomio es Mdnico. ag es el Término Independiente.

1. P(z) = -5 xt 4+ 22 + 4o + 6
(z) ) N
Coeficiente principal Término independiente

2. P(z) =2z + 622 — 3% + 1

3. P(x) = =322+ 2x — 4 ojo!! este no es un polinomio pues —2 no es un

numero natural.
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4. P(z) = 2" + 22° — /22 ojo!! este tampoco es un polinomio pues una de las

potencias a la que estd elevada x no es un numero natural.

El Grado de un polinomio es el del monomio de mayor grado que figura en él.

Ejemplo 3.61. P(z) = —62° + 32" + 2 — 9 este polinomio es de grado 5 pues es la

mayor potencia a la que esta elevada .

Un polinomio esta ordenado cuando los monomios que lo componen estan

escritos en forma creciente o decreciente segin su grado.

Ejemplo 3.62. 1. P(x) = 325 —521+32° - 22 +1 es un polinomio ordenado

de manera decreciente.

2. P(x) =2+ 3z — 42® + 192* — 102° es un polinomio ordenado de manera

creciente.

3. P(x) = 5x% — 427 + 82* — 32 + /10 es un polinomio no ordenado.

Un polinomio de grado n es Completo cuando en él figuran (n + 1) monomios,
desde el término independiente hasta el grado n. Si el polinomio no estd completo,

lo podemos completar sumando con coeficientes nulos todos los términos faltantes.

Ejemplo 3.63. 1. P(z) = —32* + 5z — 4 es un polinomio completo y orde-

nado de manera decreciente.
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2. P(x) = 2" — 225 4 323 es un polinomio no completo, pero ordenado. Lo

podemos completar de la siguiente manera:

P(z) = 2" 4 02°% — 22° + 02" 4+ 32° + 02° + 0z + 0

3. P(x) = 825 4+ 22 — 10 4 62° + 2z este polinomio no estd completo, ni

ordenado, luego lo podemos ordenar y completar de la siguiente manera:
P(z) = 82° + 62° + 02 + 02° + 22 + V22 — 10
Un valor de x es Raiz de P(x) si el polinomio se anula para ese valor:

xr = a es raiz de P(z) siy solo si P(a) =0

5

Ejemplo 3.64. z = 1 es raiz de P(z) = 2° — 23 porque P(1) = 15 — 13 = 0, como

asi también —1 es rafz de P(x) = z° — 2*, pues P(—1) = 0.

i Ahora bien como hacemos para obtener el valor de las raices de un polinomio
de forma exacta, es decir sin tener la necesidad de ir probando aquel valor que
anula al polinomio? Para dar repuesta a este problema requerimos del concepto de
Factorizacion de un polinomio. Factorear o factorizar un polinomio en R
significa expresarlo como producto de polinomios de grado 1 y/o de polinomios de
mayor grado irreducibles (aquellos polinomios que no tienen raices reales). Existen
diferentes estrategias que se utilizan para factorizar un polinomio, dependiendo de

la estructura que estos presentan.
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3.7.1. Estrategias de Factorizacion:
Factor comun.

Cuando en un polinomio P(x) la variable z figura en todo los términos, es con-

veniente extraerla como factor comun, y se la extrae a la menor potencia.

Ejemplo 3.65. P(r) = 725 + 5! + 23 factor comiin 23

— P(z) = 2*(7T2* + 5xr + 1)

Observacion 3.66. En algunos casos se extrae un numero que es factor comin en

todo los coeficientes.

Ejemplo 3.67. P(r) = —427 — 823 + 422 + 162 factor comin 4z
— P(z) = 4z(—2% — 22° + z + 4)

Diferencia de cuadrados.

Una diferencia de cuadrados puede escribirse:

a® —b* = (a—b)(a+0)

esto es, la resta de dos términos, en donde cada uno de ellos esta elevado al cuadrado,

es igual al producto de su diferencia por su suma.

Ejemplo 3.68. 1. P(x) = 22 — 25 = (x — 5)(x + 5)  Este polinomio queda

ast expresado en su forma factorizada.



3.7. POLINOMIOS 179

2. P(z)=2"—16 = (2% — 4) (2% + 4)
N—— N——

Polinomio Irreducible

Diferencia de cuadrados

— Plr)=a2"—-16 = (z — 2)(x + 2)(2* + 4)

Factor comin por grupos.

Algunos polinomios presentan una estructura que nos permite formar grupos de
igual cantidad de términos y sacar factor comun en cada uno de esos grupos. Una
vez hecho esto, aparece un nuevo factor comun en todos los grupos.

Ejemplo 3.69. P(x) = 72° — 52* + 14z — 10 Agrupamos

— P(x) = (72° — 52*) + (142 — 10)  Sacamos factor comin en cada grupo

— P(x) = 24Tz —5) +2(7z — 5) Sacamos factor comin (7x — 5)

— P(x) = (Tx — 5)(z* + 2)

Ejemplo 3.70. P(z) = 32® + 2" — 22° + 323 + 22 —2  Agrupamos

— P(x) = (32® + 27 — 22°) + (32 + 2> — 2)  Sacamos factor comiin en el primer
grupo

— P(z) = 2°(3z° + 2° — 2) + (32® + 2 — 2)  Sacamos factor comun (3z° + 2% — 2)

— P(z)= 32>+ 2% —2)(2° + 1)

Trinomio Cuadrado Perfecto.

Las expresiones de la forma a? + 2ab + b* 6 a® — 2ab + b? se denominan trinomio

cuadrado perfecto y se obtienen al desarrollar (a + b)? o (a — b)? respectivamente,
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es decir:

(a+b)* =a*+2ab+b? (a —b)* = a* — 2ab + b*
Para que un trinomio sea un cuadrado perfecto:

* Dos de los términos deben ser cuadrados a? y b?.

* Antes de @ y b? no debe haber signo negativo, si lo hubiese, sacar (—1) factor

comun.
* El producto (2ab) es el término restante.
Ejemplo 3.71. P(x) = 2* + 10z, + 25 — P(x) = (z +5)>

Ejemplo 3.72. P(x) = 42° — 24z, + 36 — P(x) = (2v — 6)?
(Qx)Q 2.2.6 62

Regla de Ruffini.

La Regla de Ruffini consiste en una disposicion practica que permite efectuar
en una forma sencilla la divisién entre polinomios, siempre que el divisor sea de la

forma (z — a).

Observacion 3.73. Para aplicar esta regla, el polinomio debe de estar completo y

ordenado en forma decreciente.

Ejemplo 3.74. Se desea dividir al polinomio (323 + 722 + 6x — 1) por (z — (—2))

aplicando la regla de Ruffini. Consideramos entonces los siguientes pasos:
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1. En la primera fila se colocan los coeficientes del polinomio, luego se baja el

término que se corresponde al coeficiente principal, para ser multiplicado por

el (—2); el resultado de est

en este caso, el 7.

~

3x(2)

e producto, —6, es sumado al coeficiente que sigue,

-+

X

) :
3

6
1

2. El valor obtenido de sumar 7 + (—6) = 1, se lo va a multiplicar por (—2) y el

resultado se colocara debaj

o del tercer coeficiente, 6, para realizar su suma:

3. Se vuelve a repetir el proce

dimiento realizado en 2., con el valor 4 :
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(2 !

20 6 2
3 01 _4 9

X Resto

3 7 6 -l
+
8

4. Luego los valores 3, 1 y 4, seran los coeficientes del cociente de la division,
recordemos que este siempre es de un grado menor al del polinomio dado. De

esta manera al polinomio 3z3 + 72?2 + 62 — 1 se lo puede expresar:
Px) =323 +72° 462 —1= B +2+4)(2+2) -9

donde 322 4+ x + 4 es el cociente de la divisién y —9 es el resto de la misma;

cuando se lo divide por (z + 2).

Observacion 3.75. El resto obtenido al hacer la division es —9, un valor distinto
de 0, y por lo tanto no se puede decir que (—2) es una raiz del polinomio. A nosotros
nos va a interesar aplicar esta regla para poder factorizar un polinomio, entonces

queremos que el resto nos de 0.

Ejemplo 3.76. Sea P(z) = 2* + 222 — 2 + z lo queremos dividir por (x + 1)
aplicando la regla de Ruffini. Como P(z) no estd completo y ordenado, primero

debemos hacerlo, para aplicar la regla:

— P(r) =2+ 00+ 22 + v -2
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como el resto obtenido es 0, decimos que —1 es raiz del polinomio. Luego al

polinomio dado se lo expresa:
P(z) = (2° — 2 + 32 = 2)(z + 1)

Si queremos seguir reduciendo a este polinomio como un producto de polinomios de
grado uno o polinomios de mayor grado irreducible, se debe factorizar a (z* — 2% +
3x — 2); como no es un cuatrinomio al cubo perfecto, aplicamos la regla de Ruffini

nuevamente:

Resto

Como el resto es un valor distinto de cero, se tiene que 2 no es raiz del polinomio.

Probamos con otro valor:
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Resto

Como nuevamente el resto es distinto de cero, seguimos probando con distintos
numeros hasta obtener un valor en donde se obtenga resto 0. Pero este método de
ir probando, no estd bueno, pues se pierde mucho tiempo; entonces recurrimos a lo
siguiente: Las candidatos a raices racionales de un polinomio son aquellos valores que
provienen del cociente de los divisores del término independiente, con los divisores

del coeficiente principal. En nuestro ejemplo serian:

+2 %1
17+l

Observacion 3.77. En el caso de que con estos valores no se obtenga resto cero,

al hacer la division, significa que la raiz es irracional y en este caso a la misma se la

debe de aproximar; lo cual supera al desarrollo de este curso.

Veamos ahora un par de ejemplos en donde se aplican estas diferentes estrategias

para factorizar a un polinomio.

Ejemplo 3.78. Factoricemos el polinomio P(z) = 2° — 923 + 42% + 12z :
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1. Primero aplicamos factor comun x :

P(x) = z(a* — 92% + 4z + 12)

2. Debemos factorizar (z* — 922 4+ 4z + 12) y para ello aplicamos la regla de
Ruffini; siendo necesario completar primero al polinomio. Consideramos como

raiz al valor —1.

Coeficientes del cociente Resto

luego

' =927 + 4+ 12 = (v — (=1))(2° — 2% — 8z + 12)

3. Aplicamos nuevamente la regla de Ruffini sobre (23 —x*—8x+12) considerando

como raiz a 2.

Coeficientes del cociente  Resto
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luego

(2% —2? =8z +12) = (z — 2)(2* + = — 6)

Ahora debemos factorizar (z%+x — 6) y para ello aplicamos bhaskara, férmula

vista en el segundo capitulo en la sesién de ecuacion de segundo grado:

—1+5
—14+/1—-41.(-6) -1£y25 -1+5 | &1=—5 =2

2,1 2,1 2 ~1-5
"1/'2: 2 =

-3

luego

(2% + 2 —6) = (z - 2)(z — (=3))

Finalmente uniendo todos los resultados obtenidos expresamos al polinomio

en forma factorizada:

P(z) = 2° =92 +42+ 120 =2(x+ 1)(x — 2)(z — 2)(z + 3)

—  P(z)=z(x+1)(z —2)*(z + 3)

Observacion 3.79. Los métodos que aplicamos para factorizar a un polinomio pue-

den ser diferentes a los usados en el ejemplo anterior; pero la expresién factorizada

de un polinomio es unica.

Ejercicio 3.80. Factorizar los siguientes polinomios:
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1. P(z) =% — 92 + 272 — 27 3. P(z)=16x"—1

2. P(x) =2 —32% -4 4. P(z) =23+ 32 —2—3
Solucidn:

1. P(z) = (z—3)? 3. P(z) =16 (z — 1) (z+3) (22 +3)

2. P(x) = (x —2)(z+2)(2* + 1) 4. P(z) = (x — 1)(z + 1)(z + 3)

3.8. Expresiones Racionales

Definicién 3.81. Se llama Expresion Racional en la variable x, a toda expresion

del tipo R(z) = gég definida para todo x tal que Q(z) # 0, donde P(z) y Q(x)

son polinomios.

3.8.1. Dominio de Validez

Definicién 3.82. El Dominio de Validez de la expresién es el conjunto de valores

reales de  para los cuales Q(z) # 0.

Ejemplo 3.83. Dada la expresion racional

_—3952—1-295—4
N 2 -9

R(x)
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determinemos su dominio de validez, y para ello busquemos las raices del polinomio
del denominador, ya que estos valores son aquellos que quedan fuera del dominio de
validez, dado que dan lugar a una divisiéon por cero. Para determinar las raices de

22 — 9, vamos a factorizar a este polinomio.

22— 9= (z—3)(x+3) Aplicamos diferencia de cuadrados.

Por lo tanto el dominio de validez es:

Dominio: R — {-3; 3}

Ejemplo 3.84. Dada la expresion racional

2

R(z) = 3 — 322 + 22

determinemos su dominio de validez, y para ello busquemos las raices del polinomio
del denominador, ya que estos valores son aquellos que quedan fuera del dominio de
validez, dado que dan lugar a una divisiéon por cero. Para determinar las raices de

23 — 322 + 22, vamos a factorizar a este polinomio.

* — 327+ 22 = x(x* - 3w +2) Aplicamos factor comun x.

= z(z—1)(z —2) Aplicamos Bhaskara.

Por lo tanto el dominio de validez es:

Dominio: R — {0; 1; 2}
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3.8.2. Simplificacion de Expresiones Racionales

Las operaciones realizadas para simplificar expresiones racionales se realizan con
el fin de lograr expresiones mas sencillas que la expresién dada. Estas expresiones
mas sencillas seran equivalentes a la original siempre que se las considere definidas en
el dominio de validez de la expresion original. Al trabajar con expresiones racionales
nos resultara conveniente simplificar sus féormulas, es decir, su expresion racional.
Es posible simplificar cuando existen factores comunes en el numerador y en el

denominador; de lo contrario, la expresion racional es irreducible.

Ejemplo 3.85. Simplifiquemos la siguiente expresion racional:

2 =1

:x3+3w2—x—3

R(x)
Primero debemos buscar el dominio de validez, y para ello calculamos las raices del
polinomio del denominador 2+ 3x% —x — 3 aplicando algiin método de factorizacién
o la regla de Ruffini o la férmula resolvente de Bhaskara. Aplicando factor comun
por grupos nos queda:
2?4+ 32 —x -3 = (2°+32%) + (-2 —3)

= 2%z +3)—(z+3)

= (z+3)(2* 1)
Ahora factorizamos z? — 1, aplicando diferencia de cuadrados:

2 —1=(z—-1(z+1)
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Finalmete la expresiéon factorizada del polinomio del denominador es:
(x4+3)(x—1)(z+1)
Entonces el dominio de validez es:
Dominio: R — {-3, —1, 1}

Ahora se debe factorizar al polinomio del numerador, 2> — 1, y para ello aplicamos

el caso de factoreo diferencia de cuadrados:
2 —1=(x—1)(z+1)

La expresiéon racional nos queda entonces de la siguiente manera:

B -1  (z-D(z+1)
3432 —x-3 (2+3)(x—1)(z+1)

R(x)
Ahora si estamos en condiciones de simplificar a la expresion:

r?—1 ([T
w3 +322 —x—3  (v+3) (z—1(z+1)

R(z) =

entonces la expresién simplificada de R(x) es:

Ejemplo 3.86. Simplifiquemos la expresion racional:

x3 — 49zx

R(z) = 5o aon
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Primero debemos buscar el dominio de validez, y para ello calculamos las raices del
polinomio del denominador x® — 1422 + 49z aplicando algin caso de factorizacién,
la regla de Ruffini o la férmula resolvente de Bhaskara. En este caso nos conviene

aplicar el caso de factoreo, factor comun:
r® — 142% + 492 = x(2® — 142 + 49)
luego 22 — 14z + 49, como es un trinomio al cuadrado perfecto, nos queda:
2 — 142 +49 = (z — 7)?

Finalmente:

¥ —142° + 492 = 2(x — 7)* = (v — 0)(z — 7)?
Entonces el dominio de validez es:
Dominio: R — {0, 7}

Ahora factorizamos al polinomio del numerador 2® — 49x; y para ello aplicamos el

caso de factoreo, factor comun:
7 — 49z = (2 — 49)
luego x? — 49, representa una diferencia de cuadrados, entonces se lo puede expresar:
2?2 —49=(z—T)(xz +7)

finalmente

2* — 49z = z(z — 7)(x +7)



192 CAPITULO 3. FUNCIONES

Luego la expresion racional, al expresar a los polinomios del numerador y del deno-

minador en forma factorizada, nos queda:

=49z x(z—-T7)(x+7)

R(z) = o3 — 1422 + 49z a(x —T7)2

Ahora si estamos en condiciones de simplificar:

3 — 49z _w(z—TJ(z+7)
3 — 1422 + 492 w(x —T7)%

R(z) =

entonces la expresién simplificada de R(x) es:

Ejercicio 3.87. Simplificar las siguientes expresiones racionales, determinando pre-

viamente su dominio de validez.

3

=9 r’ —x
1. = . -
R(z) 2 —5x+6 3. R(z) 22 — 3z + 2
213 2 _ 3xt + 323 — 322 -3
9 R(:v): r° + bz 3z n R(x): * 4+ 3z T T

3+ 512 +3x—9 22+ x

Solucion:

1. R(z) = ii_;, Dominio de Validez: R — {2, 3}
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2 1
2. R(z) = @ f (13;@ 42-)3); Dominio de Validez: R — {-3, 1}
1
3. R(z) = e+ ); Dominio de Validez: R — {1, 2}

(z —2)

4. R(z) =3(x —1)(x +1); Dominio de Validez: R — {—1, 0}







Capitulo 4

Trigonometria

Estudiaremos en este capitulo una parte de la matematica conocida con el nom-
bre de Trigonometria. En griego, el término trigonon significa triangulo y metron
medida, por lo cual la trigonometria se especializa en el estudio de la medida de los
tridngulos y surge de la necesidad de resolver problemas relacionados con la medicién

de angulos y distancias en triangulos y otros poligonos.

4.1. Angulos

En trigonometria se considera que un angulo plano se genera por el giro de una

semirrecta alrededor de su origen, considerado éste un punto fijo. En la figura se
A

representa el angulo AOB generado por el giro de orientacién positiva (antihorario)

de una semirrecta en su posicién inicial OA hasta su posicién final OB. El punto O

195
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se llama vértice del dngulo, la semirrecta OA lado inicial y la semirrecta OB lado

final del angulo

Lado Final

Vértices

V, ’
Lado nictal A

Un giro con orientacién positiva es aquel que se realiza en sentido antihorario, es
decir, en el sentido contrario al que se mueven las manecillas del reloj. La orientaciéon

negativa de un angulo, por su parte, es la de un giro realizado en sentido horario.

Y4 Algunos dnoulos pavttcuta res

/- ol
Cowpleto Llano

\ \ ‘h

recto obtuso agudo

Como ya se adelanté en la imagen anterior, dado un sistema de coordenadas
rectangulares los dngulos que tienen su vértice en el origen del sistema de coorde-
nadas y el semieje positivo de las x como lado inicial, se dice que estan en posicién
normal o estandar. En estas circunstancias, dos angulos en posicién estandar o
normal, uno de medida « y otro de medida 3 son dngulos coterminales si y solo si

comparten el mismo lado terminal.
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4.2. Sistemas de medicién de angulos

Existen dos sistemas que permiten caracterizar la medida o amplitud de un

angulo, el Sistema Sexagesimal y el Sistema Clircular o Radial.

4.2.1. Sistema Sexagesimal

Este sistema utiliza como unidad de medida el grado sexagesimal 1°, cuya ampli-
tud se define como la 90 — ava parte de un angulo recto. De lo precedente se deduce
que un angulo recto mide 90°.

Los submiiltiplos del grado sexagesimal son:
v' El minuto sexagesimal definido por la relacién 1° = 60/
v El sequndo sexagesimal dado por 1" = 60"

Ejemplo 4.1. Supongamos que conocemos la medida de un angulo, y que la misma
es de 13,45°. ;Como podemos expresar esta cantidad en grados, minutos y segundos?

Solucién: Pues 13,45° = 13° + 0,45° y haciendo uso de la conocida regla de tres

calcularemos:
1° 60’

0,45 - 60
0,45°__________ T = % =27

Por lo tanto, tenemos que 13,45° = 13°27
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Ejemplo 4.2. Calcular la medida del angulo « sabiendo que es la tercera parte del

angulo # = 95°

Solucion:

20

20

Luego a = 31, 6 sélo nos resta expresar el resultado en grados, minutos y segundos.

Para ello apelaremos a la regla de tres aproximando a = 31, 66°

Obtuvimos ahora o = 31°39,6’ pero el resutado debe expresarse en grados,
minutos y segundos, haciendo uso nuevamente de la regla de tres, en este caso para

39,6’ =39 40,6

0,6 - 60

= 36"
1

Estamos ahora en condiciones de dar solucién al problema: o = 31°39'36".
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Ejercicio 4.3. Expresar en grados, minutos y segundos la medida de los siguientes

angulos:
1. a=13,2° 3. 0 =637,96°
2. [ =45,52° 4. v =0,96°

4.2.2. Sistema Circular o Radial

A
Consideremos una circunferencia de radio r y un angulo AOB con su vértice
O en el centro de la circunferencia. En el sistema circular se define la media a del
A
angulo AOB como el cociente entre la longitud L del arco que subtiende el angulo

y la longitud r del radio de la circunferencia, es decir o« = %

Definicién 4.4. Se denomina radidn a la medida del dngulo que subtiende un arco
L de igual longitud que el radio de la circunferencia r, es decir, si . = r entonces
a = lrad. Para poner de manifiesto que la medida del angulo esta en radianes, se
anade la unidad de medida expresada mediante la palabra rad a continuacion del

valor de la medida del angulo.
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Graficamente, podemos expresarlo como:

Dado que el perimetro de un circulo es P = 27r donde r es el radio de la
circunferencia, si a representa un angulo completo (es decir un giro) entonces o =
2mr

—— = 27 rad. Esto nos permite realizar la siguiente identificacién:
,

1
21 rad = 360° 7 rad = 180° §7T rad = 90°

y a partir de estas identidades podemos pasar de un sistema de medicion de angulos

al otro, haciendo nuevamente uso de la ya mencionada regla de tres.

Ejemplo 4.5. Calculemos la medida del angulo 3 en el sistema radial sabiendo que
en el sexagesimal mide § = 60°
Solucion:

~60°-1m 60

° = = — d= - d
60 T 120° 1807r ra 37T ra

Obtuvimos que 8 = %’N rad. Para ello notemos que no usamos el valor de 7 al

efectuar la regla de tres y por eso mismo el resultado queda expresado en “m rad ”.

180°_____ 7 rad

60° - 17
°c = =1.04
60 x 180° ,047 rad
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Obtuvimos que § = 1,047 rad pues en este caso si usamos el valor de 7 al
efectuar la regla de tres y por eso mismo el resultado queda expresado en “rad”.
Notemos que el no uso de 7 en los célculos nos arroja un valor exacto para

trabajar, y por este motivo comunmente los angulos son expresados en “m rad”.

Ejemplo 4.6. Calculemos la medida del angulo « en el sistema sexagesimal sabiendo

que en el radial mide a = %W rad
Solucion:
T rad_____ 180°
p B %7‘(‘ rad - 180° B % -180° 1350
4" e e T rad a 1 n

Luego o = 135°

Ejercicio 4.7. Encontrar la medida de los siguientes angulos en ambos sistemas de

medicion.
1. a=132° 3. v =45°31'
2. =1,9 rad 4. 0 = 3w rad

Ejercicio 4.8. Hallar el radio de una circunferencia sabiendo que una longitud de

arco L = 24,6m tiene como angulo correspondiente uno de 70°.
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4.3. Funciones trigonométricas

Definiremos las funciones trigonométricas considerando un punto sobre el lado
terminal de un angulo ubicado en posicién estandar. Consideremos en el plano R?
un dngulo de medida « (en radianes) en posicién estandar y un punto P = (¢, b)
en el lado terminal de «, a una distancia r > 0 del origen de coordenadas. Quedan

definidos entonces los siguientes cocientes:

y N
P=(c;b) ordenada de P B 9
r

r

abscisade P ¢

a - = -Z

T T

wv=

Puede probarse que los resultados de estos cocientes no dependen de la distancia
r del punto P al origen (0;0) sino que quedan determinados por la medida del dngulo
a elegido. Nosostros nos conformaremos con ver un ejemplo de lo antes mencionado.

Calculemos los valores de r usando el Teorema de Pitagoras.

yl\
Q=(6,8)
rp=V32+42=+25=5
P=(3,4) g
ro = V62 + 8 =100 = 10 4
(¢ 3
3 6 -
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Las relaciones entre los lados serian entonces

es decir, no dependen del punto considerado. Como vemos en el ejemplo, los co-
cientes considerados no dependen necesariamente de la distancia r del punto consi-
derado al origen de coordenadas. En su lugar, esas relaciones varian en funcion de
a y por eso decimos que son “Funciones de o”. En base a esas razones, definimos

las conocidas Funciones Trigonométricas seno y coseno como sigue:

Donde « es la medida en radianes del dngulo considerado y sin(«) y cos(«)
c

nimeros reales (pues — y — lo son). A partir de las anteriores se definen otras cuatro
roor

funciones trigonométricas conocidas:

v’ Tangente de o:  tan(a) = c;)s(a) = cos(a) #0 (0o c#0)
v Cotangente de «: cot(a) = :i:gz)) = g sin(a) #0 (o b#0)
/ Secante de a:  sec(a) = Cosl(a) =T cos(0) 20 (0c#£0)

v Cosecante de o: cse(a) = sinl(a) = % sin(a) #0 (0o b#0)

Nota 4.9. Dado que r > 0 tenemos las siguientes caracteristicas de las funciones

trigonométricas:
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v' El seno y el coseno de o quedan definidos para todo a € R.

v' La tangente y la secante de « no estan definidas para dngulos cuyos lados
terminales estén contenidos en el eje de las y, es decir angulos como Frad, %7?

rad, g’/T rad...

v' La cotangente y la cosecante de o no estan definidas para angulos cuyos lados
terminales estén contenidos en el eje de las x, es decir angulos como 0 rad, =

rad, 27 rad, 3w rad...

4.3.1. La Circunferencia Trigonométrica

Definicién 4.10. Considerando en el plano un sistema de ejes cartesianos, llama-
remos circunferencia trigonométrica a la circunferencia de radio 1 y centro en el

origen de coordenadas.

Siendo « la medida del angulo en radianes, considerado « en posicién estandar,
la interseccion de la circunferencia trigonométrica con el lado terminal del angulo,
determinan un punto P cuyas coordenadas son P = (cos(«a);sin(«)). Podemos verlo

graficamente de la siguiente manera:
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lado
terminal b
1

L sin(a) = — =

|
|
|
I

C

Q
O
w0

—~
Q

~—
I

IO

I

Luego P = (¢,b) = (cos(a);sin(«)). La posicién del punto P dependera del déngu-
lo o considerado, pero siempre se encontrara sobre la circunferencia trigonométrica,
por lo tanto la abscisa ¢ y la ordenada b del punto siempre estaran entre —1 y 1, es

decir:

—1 <sin(a) <1 —1<cos(a) <1

Dado que las funciones trigonométricas se definieron independientemente del valor
r de la distancia entre el origen y el punto P seleccionado sobre el lado terminal del
angulo, podemos establecer » = 1 para trabajar méas comodamente sobre la circun-

ferencia trigonométrica, cuando estemos trabajando con funciones trigonométricas.

4.3.2. Signo de las Funciones Trigonométricas

Como ya se ha mencionado en el capitulo anterior, los ejes coordenados dividen al
plano cartesiano en cuatro cuadrantes. Con el objeto de analizar los signos de sin(«)

y cos(a) (y por tanto el del resto de las funciones trigonométricas) se pueden observar
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las coordenadas del punto P para angulos de medida « con los lados terminales en

los cuatro cuadrantes. Veamos graficamente cémo seria cada caso:

Primer
Cuadrante

Gegundo
Cuadrante

Cuarto
Cuadrante

Tercer
Cuadrante|

Observando los graficos se concluye que:

v El seno (ordenada del punto P) es un nimero positivo para los dngulos del

primero y del segundo cuadrante y es negativo para angulos en el tercero y
cuarto cuadrante. Asimismo, vemos que sin(a) es nulo cuando o = 0 rad o

o =7 rad, sin(a) = 1 cuando a = Zrad y sin(a) = —1 cuando a = Frad.

El coseno (abscisa del punto P) es un nimero positivo para los angulos del
primero y del cuarto cuadrante y es negativo para angulos en el segundo y

tercer cuadrante. Asimismo, vemos que cos(a) es nulo cuando a = Frad o

_ 3n

5rad, cos(a) = 1 cuando o = 0 rad y cos(a) = —1 cuando o = 7 rad.

«

Los signos de las demas razones trigonométricas son consecuencia de los signos
de las funciones seno y coseno. Estas conclusiones son validas también para

angulos de més de un giro (a > 27 rad), sélo debemos mirar en qué cuadrante
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cae el punto P, es decir, en qué cuadrante se intersectan el lado terminal del

angulo con la circunferencia trigonométrica.

Ejercicio 4.11. Carcular el signo de las restantes funciones trigonométricas, a partir

de los datos dados en cada caso:

1. sin(z) >0 y cos(z) >0 2. cos(x) >0 y tan(z) <0

4.4. Valores de algunos angulos caracteristicos

A continuacion vamos a calcular los valores de las funciones trigonométricas para

algunos angulos particulares.

Angulo de Orad

Al marcar en la circunferencia trigonométrica un

angulo de a = Orad el punto P que resulta de

la interseccién del lado terminal del angulo con la . x

circunferencia es el punto P = (1,0) y por lo tanto

sin(a) =0 cos(a) =1 tan(a) =0
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Angulo de grad

Al marcar en la circunferencia trigonométrica un
dngulo de a = Frad podemos marcar un segundo

angulo de igual medida pero orientacién contraria N

y quedarda determinado entonces un tridngulo \ s

A _
OPQ tal que OP = OQ) = 1 pues ambos

segmentos son radio de la circunferencia; de donde el triangulo es isdsceles y de
alli que los angulos en P y en () deben ser de igual medida. Ahora bien, como todos
los angulos interiores de un tridangulo suman 180° entonces cada angulo medira 60°,
es decir el tridngulo es equilatero y por tanto el lado restante medira igual que los
dos lados ya conocidos: PQ = 1. Como OR divide al tridngulo en dos tridngulos

iguales, entonces
T — 1
in(—-)=PR=—
Sln<6> 2

Haciendo uso del Teorema de Pitagoras calculemos el lado faltante del tridngulo

A _
OPR cuya longitud nos dara el valor del coseno del dangulo: OR = cos (%)

cos <%>: OR
cos(%)z =4/12 (%)2
w®)- -y
()= -3
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De alli que

T 1 \/§
tan(—):—:—:
6 2 2

“|%

Angulo de %md

T

Notemos, en este caso que 45° = Zmd y nuevamente como los dngulos interio-

res de todo triangulo suman 180° conociendo los angulos de 90° y 45° del triangulo
A A

rectangulo O PR podemos calcular el angulo OPR faltante que también resulta ser

de 45°.

Estos nos dice que el tidngulo es isésceles y que por
tanto OR = PR y que OP = 1 dado que es ra- P

dio de la circunferencia trigonométrica. Conocien- 50

do estos datos apliquemos el Teorema de Pitagoras

al triangulo en cuestion.

Llamemos OR = PR = x de donde

1 2
lzxz—i-ac2—>1:2x2—>x2:——>x:£
2 2
de donde
n(f) = (D) =% (f) =
mil — f— — = — nil(— —
S 1 cos 1 5 a 1
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Angulo de grad

™
En este caso si marcamos un angulo de gmd = 60° notaremos que el tridngulo
que queda definido tiene un angulo de 30° cuyo seno (que se encuentra representado

por el cateto opuesto) coincide con el coseno del angulo de 60°.
Analogamente, el coseno del angulo de 30° esté re-

y
30
presentado por el cateto adyacente, que es el cateto
opuesto al angulo de 60° y por este motivo: A60” x
¢ n(5) s (F) -4
sin|{—)=cos|—=)=—
3 6 2
/sin(%)zcos(%)z% Jtan(%):‘/?g %:\/5
e 7T
Angulo de §md
Por tltimo al marcar un angulo de gmd en nuestra e P

circunferencia trigonométrica el lado terminal del

mismo coincide con el eje de las y, y por lo tanto 4

el punto P serd en este caso P = (1,0) de donde

deducimos que

sin (g) =1 cos(g) =0 tan (g) no esta definida.
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Podemos resumir lo antes visto en la siguiente tabla de valores:

« Orad T rad T rad T rad T rad
6 4 3 2
sin(a) 0 i \/75 ‘/73 1
cos(a) 1 %g “/75 3 0
tan(a) 0 ‘/?5 1 V3 -

Notemos que sélo calculamos valores de angulos dados en el primer cuadrante, en
el resto de los cuadrantes los valores se van repitiendo, aunque si debemos analizar

el signo de las funciones trigonométricas en cada caso. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 4.12. Calculemos el valor de las funciones trigonométricas seno, coseno y
) ™
tangente para un angulo de Zmd.

Solucion: 3
Como vemos, un angulo de Zﬂmd = 135° deja ’

determinado en el segundo cuadrante un angulo

. 4.5 135"
de 45° para el cual conocemos las razones trigo- ‘ N x

nométricas, solo nos falta evaluar el signo de las

mismas.
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Ejercicio 4.13. Calcular el valor de todas las funciones trigonométricas para los

siguientes angulos:

1. a=150° 2. B =210° 3. 0 =—-45° 4. v = 315°

4.5. Relaciones Fundamentales de la Trigonometria

En esta seccion se incluyen identidades trigonométricas tipicas que nos seran de

gran utilidad a la hora de resolver problemas.

4.5.1. Identidad Pitagoérica

Aplicando el Teorema de Pitagoras al grafico de la —
figura tenemos lo siguiente: 12 = ¢> +b? = 1 = P=(c;b

2+ 0 Luego: 1 =c*+b> de donde: 1 = 1

sin?(a) + cos?(a)

v=

c |

Esta identidad, valida para todo angulo de medida «, es conocida como Identidad
Pitagorica.

Observacién 4.14. Notemos que sin’(a) = (sin(a))?
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4.5.2. Seno y Coseno de la suma o diferencia de angulos.

Para todos «, § € R, valen las siguientes identidades:
sinfa £ 8) = sin(a) cos(f) £ cos(a) sin(f)
cos(aw £ B) = cos(a)cos(f) F sin(«) sin(B)

De estas identidades se deducen otras, algunas de las cuales por su frecuente uso

enunciamos a continuacion.

Relaciones donde intervienen angulos opuestos

En este caso, tomemos a = 0
sin(—f) = sin(0 — f)
= 5in(0) - cos(8) — cos(0) - sin(3)
=0-cos(B) — 1 -sin(B)

— —sin(8)

Luego sin(—/f3) = —sin(). Andlogamente, realicemos los célculos para probar que

cos(—f3) = cos(p)
cos(—fB) = cos(0 — B)
= cos(0) - cos(83) + sin(0) - sin(3)
= 1-cos(B) + 0 - sin(fB)

— cos(8)
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Luego cos(—) = cos(f).

. . . ™
Relaciones para angulos que difieren en 5

T
En este caso, tomemos 5 = 5

(04 5) =sin(e) con (3) sin () -coste
sin (o + 5 ) = sin(a) - cos 3 sin { 5 ) - cos(a
=sin(a)-0+1- cos(a)
= cos(a)
Luego sin <oz + g) = cos(«). Andlogamente,

™ ™

cos <a + g) = cos(a) - cos <§> — sin <§> -sin(a)
= cos(a) -0 — 1 -sin(a)

= —sin(«a)

Luego cos (a + g) = —sin(a)

Relaciones donde intervienen angulos complementarios

sin <g - a) = sin (g) - cos (o) — sin (@) - cos (g)

=1-cos(a) +sin(a) - 0

= cos()
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7T
Luego sin (5 - a> = cos(a). De manera andloga,

T

cos (a - g) = cos(a) cos (5) + sin («) sin(g)
= cos(a) - 0 +sin(a) - 1

= sin(a)
™ .
Luego cos (a - 5) = sin(«)
Ejemplo 4.15. Calculemos sin(75°).

sin(75°) = sin(45° 4 30°)

V2 V31 V2
~o 2 ey
V2 3 1

B 7*5)
CV2(1+V3)

B 4

Calculemos ahora cos(15°).

cos(15°) = cos(90° — 75°) = sin(75°)
V2 (1+3)

4

Calculemos finalmente cos(75°).

215
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Por el Teorema de Pitdgoras sin?(75°) + cos?(75°) = 1 de donde

cos?(75°) = 1 — sin?(75°)

. <\/§(1+\/§)>2
4
2(1+2v3+3)
16
~ 16—4v/3+38
B 16
_2-43
4
2-V3
2

—1—

4.5.3. Algunas identidades Simpaticas.

Veamos algunos ejemplos interesantes de identidades trigonométricas generales

que pueden resultarnos de interés en un futuro cercano.
v 1+ tan*(z) = sec?(z)

Demostracion:

L2
1 +tan*(x) = 1 + sin(z) definicién de tangente

cos?(x)

_ cos?(x) + sin®(z)
cos?(x)
1

= identidad pitagorica
cos?(x)

suma de fracciones

=sec’(x) definicién de secante

Luego se verifica que 1 + tan?(z) = sec?(z).
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v 1 —tan?(z) = cos(2z)

cos?(x)

Demostracion:

9 . .
cos(2z) = cos(z) cos(z) — sin(z) sin(z) coseno de la suma de angulos
cos?(x) cos?(x)

cos?(r) — sin®(x)

cos?(x)

cos?(z)  sin?(x)

cos?(x)  cos?(x)

=1—tan’(z) definicién de tangente

2
Luego se verifica que 1 — tan?(z) = cos(2x)

cos?(z)

v sec?(x) — 1 = tan*(z)

Demostracién:
1
2

sec’(z) — 1= —— —

(z) cos?(x)

1 - 2

= M suma de fracciones

cos?(x)

) 2 _ 2
_ sin (z) 4 cos?(x) — cos®(x) identidad pitagorica
cos?(x)

sin?(x)
cos?(x)

= tan®(x)

Luego se verifica que sec?(z) — 1 = tan?(z).
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4.6. Periodicidad de las Funciones Trigonométri-

cas

En la naturaleza y en nuestro entorno habitual hay fenémenos que se repiten a
intervalos regulares de tiempo, como el caso de las mareas, los péndulos, entre otras.
Las funciones que describen este tipo de fenémenos se conocen con el nombre de
funciones periodicas. En estos casos se llama periodo al menor lapso de tiempo que

debe transcurrir para que el fendmeno comience a repetirse.

Definicién 4.16. Dada una funcién no constante f : R — R se dice que [ es

periddica cuando existe un nimero real p # 0 para el cual se verifica:
flx)=fx+kp) VzeR, kel

El periodo de la funcién es el menor niimero positivo p para el que se cumple la

igualdad.

Dado un angulo cualquiera o« € R y sus angulos coterminales a4 2k con k € Z,

las funciones trigonométricas satisfacen:
3\

sin(a) = sin(a + 2km)

cos(a) = cos(a + 2km)
Funciones de periodo 27

sec(a) = sec(a + 2km)

csc(a) = csc(a + 2km)

/
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tan(a) = tan(a + k)
Funciones de periodo 7
cot(a) = cot(a + k)
Este concepto es fundamental a la hora de realizar los graficos de las funciones
trigonométricas, pues nos dice que solo necesitamos conocer con exactitud el grafico

de las mismas en un periodo completo, por ejemplo en [0; 27 en el caso de la funcién

f(z) = sin(x), y luego la extenderemos por simple repeticién fuera de dicho intervalo.

4.7. Grafico de las Funciones Seno y Coseno.

En esta seccién analizaremos el grafico de las funciones seno y coseno, definidas

por las féormulas
f-R—=R, f(x)=sin(x) g:R—=R, g¢g(zx)=cos(zr)

ambas en un periodo completo, es decir, con = € [0;27], y luego extenderemos el
grafico para cualquier x € R. Daremos inicio a la secciéon de graficos con la grafica de
la funcion seno, sin embargo, antes de comenzar notemos que es necesario usar dos
sistemas de ejes coordenados con igual escala. En uno de ellos representaremos la
circunferencia trigonométrica y en el segundo iremos marcando los valores del sin(z)
para cada medida x del angulo elegido. En sintesis, la grafica se construye tomando
diferentes valores de angulos sobre la circunferencia trigonométrica y hallando el seno

de ellos que ya vimos que esta representado por el valor de la ordenada del punto P
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ubicado sobre la cincunferencia trigonométrica. Asimismo estuvimos trabajando la
deduccion del seno de muchos dngulos notables y nos podemos servir de ellos para

realizar la representacién grafica de la funcién seno.

De la grafica se pueden sacar algunas conclusiones tales como que el dominio de
la funcién seno es el conjunto de todos los ntimeros reales y la imagen de la funcién
son los nimeros comprendidos entre —1 y 1, es decir, el conjunto [—1;1].

Conocida ya la grafica de la Funcién Seno nos concentraremos ahora en conocer
la grafica de la Funcion Coseno.

Para ello, debemos recordar una identidad trigonométrica vista con anterioridad
) v
cos(z) = sin (w + 5)
y entonces si aplicamos esta identidad resulta:
) ™
g(z) = cos(x) = sin (a: + 5)

lo que indica que su grafica serd igual a la gréfica del seno pero desplazada 7 unidades

hacia la izquierda, con lo cual la grafica buscada sera:



4.8. ECUACIONES TRIGONOMETRICAS. 221

Ly

g(x)=cos(x)

4.8. Ecuaciones Trigonométricas.

En esta seccién de trigonometria aprenderemos a resolver ecuaciones trigonométri-

cas.

Definicién 4.17. Una ecuacién trigonométrica es aquella en la que las incégnitas

aparecen formando parte de los argumentos de funciones trigonométricas.

Al igual que en las ecuaciones algebraicas, mediante ecuaciones equivalentes se
llegara a una nueva expresion en la cual el valor que la satisface es evidente.

Veamos algunos ejemplos ilustrativos.

Ejemplo 4.18. Resolvamos las siguientes ecuaciones trigonométricas en el intervalo

[0, 27].
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v 2sin(z) — /2 =0

Solucion:

2sin(z) — V2 =10

SN

2sin(z) =

sin(z) =

SN
/

D

Luego, mirando la tabla de valores de sin(z) notamos que, para que sin(z) =

V2

5~ necesitamos que r = %md o bien z = ?%rmd. Luego la solucién serd S =
{%rad, ?%md}

v tan?(z) —1=0
Solucién:
tan®(z) — 1 =0

tan®(r) = 1

tan(z) = £v/1 *

T om
tan(z) =1—=2r=— 0o z=—
(z) 1 1
3 7
tan(x):—lﬁxzzﬂoa::f
Mirando la tabla de valores notamos que, para que tan(z) = 1 necesitamos que x =
5 3
%rad o bien x = Iﬂrad ; en cambio para que tan(z) = —1 notamos que x = 7 ad

3 5 7
o bien x = Zﬂmd. Luego la solucién sera S = {%md, Zﬂrad, Zﬂmd, Zﬂmd}
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v cos(z) +sin(2z) =0

cos(z) +sin(2z) =0

cos(x) + sin(z) cos(x) + cos(z) sin(x) = 0

cos(x) + 2sin(x) cos(z) =0

cos(x) [1 + 2sin(z)] =0

de lo anterior se deduce que

cos(z) =0 obien 14 2sin(z)=0 Iluego
T 117

T = zmal T = 3—7de r=—rad r=—rad
2 2 6 6

11
La solucion sera entonces: S = {%Tad, 3%Trad, 5%Trad, Tﬂrad}

Ejercicio 4.19. Resolver las siguientes ecuaciones trigonométricas, con x € [0; 27]

a) cos(z)=0 ¢) —sin? (z) + 2cos (z) = —2

b) 2sin(2z) —1=0

Solucion:

T 3 ™ 5 13 17
a) S = {5, 571'} b) S = {E, ETF, ETF, ETF}

c) S={r}
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4.9. Relaciones entre los lados y angulos de un

triangulo rectangulo.

Un tridngulo rectangulo es aquel que posee un angulo recto, por ejemplo, todo
angulo en posicion estandar cuyo lado terminal se encuentra en el primer cuadrante
genera un triangulo rectangulo como se ve en el ejemplo de la figura, donde el angulo

recto es aquel que tiene su vértice en el punto M.

Para analizar los dngulos de un tridngulo rectangulo, por ejemplo, el angulo
A
MOP de medida « coloquemos al mismo en posicién estdandar, anadiendo un sistema
de ejes coordenados en el vértice del dngulo a analizar. Luego, y de acuerdo a lo

antes definido tenemos las siguientes razones:

_ b longitud del cateto opuesto

sin (a) = - = .
r hipotenusa YA .
¢ longitud del cateto adyacente

cos () = — = : ; b
r hipotenusa

. o ¢ M

b longitud del cateto opuesto

tan (o) = -

c longitud del cateto adyacente

A partir de las anteriores definimos:
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(@) r hipotenusa
csc(a) = - =
b longitud del cateto opuesto
(@) r hipotenusa
sec () = — =
¢ longitud del cateto adyacente
angulo
rectol_
¢ longitud del cateto adyacente Cateto Adyacente
cot (a) = - =

b longitud del cateto opuesto

4.10. Resolviendo triangulos rectangulos.

Resolver un tridngulo rectangulo significa, como ya lo mencionamos con aterio-
ridad, hallar las medidas de todos sus angulos y lados. Cuando se dan como dato
un conjunto suficiente de esas medidas es posible encontrar las restantes. Para ello
debemos conocer conceptos previos, algunos de ellos los hemos desarrollado en las

secciones anteriores y otros los veremos a continuacion. Entre los mas usados se

encuentran:
v' Funciones trigonométricas
v’ Teorema de Pitdgoras
v' La conocida propiedad

La suma de los dngulos interiores de un

triangulo es 180°

ojsand() 0joi’)
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v' Los Teoremas de Seno y de Coseno.

De los items anteriores hemos visto la mayoria, s6lo nos resta enunciar los Teoremas
de Seno y de Coseno, cosa que haremos en la inmediatez.

Para resolver un tridngulo son necesarios al menos tres datos entre los cuales debe
hallarse al menos un lado. Si el tridngulo a resolver es rectangulo, uno de los datos
es el valor del angulo recto el cual mide 90° que se opone al lado de mayor longitud,
llamado hipotenusa. En los triangulos rectangulos basta entonces con conocer dos
datos mas. Recordemos que en este tipo de figuras geométricas podemos hacer uso
de las razones trigonométricas antes vistas.

Por otro lado, para el caso de un tridngulo no rectangulo, en el cual las razones
trigonométricas no son aplicables, se recurre a los antes mencionados Teorema de

Seno y Coseno, que enunciaremos a continuacion:

a b c
Teorema del Seno: — = — = —
sina  sinf8  sinvy

Teorema del Coseno: a®> =%+ ¢ —2-b-c- cos(a)

Para continuar vamos a ver algunas aplicaciones de lo visto en esta seccién.

Ejemplo 4.20. Obtengamos las longitudes de los catetos de un triangulo rectangulo
cuya hipotenusa mide 5¢m si uno de sus dngulos agudos mide 60°. ; Cuanto mide el

otro angulo agudo?
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Solucion:
Lo primero que debemos hacer es un dibujo que represente la sutuacién problemati-

ca para poder visualizar los datos que tenemos y aquellos que nos faltan.

De acuerdo a los datos dados uno de los angulos
agudos mide 60°, como el triangulo es rectangulo s o

el angulo agudo faltante es aquel que sumado a los

60°

dados suma 180°, luego
g =180° —90° — 60° = 30°
Calculemos ahora los lados del triangulo haciendo uso de las razones trigonomérticas

antes vistas.

)
cos(60°) = L= cos(60°) - bem = Fem

acm
NP y - rano D
sin(60°) = rom YT sin(60°) - bem = \/§§cm

Luego hemos resuelto el triangulo dado, es decir conocemos todos sus lados y angulos.

Ejemplo 4.21. ;Qué longitud tiene una escalera si al apoyar su extremo superior
sobre una pared a perfecta escuadra, la base queda a dos metros de la pared y forma
un angulo de 60° con el suelo?

Solucion:

Lo primero que debemos hacer en cada problema que se nos presente, es un

dibujo que represente la situacion.
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Como vemos en la representacién, hemos llamado
x a la longitud de la escalera y ubicado los datos

correspondientes en el dibujo realizado. En nuestro

esquema tenemos el lado adyacente al angulo

conocido y queremos calcular la hipotenusa. La razon trigonométrica a aplicar

en este triangulo rectangulo es el coseno pues relaciona los tres datos que tenemos.

2m 2m 2m
600 = -— = —-—" = 4
cos(60°) il cos(60°) T =z =4m

2

Luego, la longitud de la escalera es de 4m.

Ejemplo 4.22. Calculemos la ecuacion de una recta si se sabe que pasa por el punto

(0,0) y forma un dngulo de 45° con el semieje positivo de las .

Solucién: . .
Realizamos en primer lugar el grafico de una recta

Y P=(x.y) que cumple con los datos dados en el ejercicio, es

45° decir que la misma pasa por el origen y forma un

angulo de 45° con el semieje positivo de las x.

Tomemos un punto P = (x;y) sobre la recta, entonces queda determinado el
A
triangulo rectangulo POx, con O representando el origen de coordenadas. Asi, la

relacién que puede establecerse entre ambas variables para determinar la ecuacién

de la recta viene dada por la tangente del dngulo conocido, es decir:

tan(45°) = LN y=tan(45’) - x =y ==
T
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Luego la ecuacion de la recta es y = x.
Notemos que la tangente del angulo s6lo me da la inclinacién, es decir, la pen-
diente de la recta pues es el desplazamiento horizontal y vertical de la misma, pero

como ademas la recta pasa por el origen entonces la ordenada al origen es 0.

Ejemplo 4.23. Dos casas se hallan separadas por una laguna. A qué distancia se
encuentran una de la otra si al observarlas desde un galpén ubicado a 1500m de una

y a 800m de la otra, las visuales forman un angulo de 70°.

Solucion:

Lo primero que debemos notar es que el tridangulo no es necesariamente rectangu-
lo y que por lo tanto no podemos aplicar las razones trigonométricas, sino que debe-
mos hacer uso de los Teoremas de Seno y Coseno. Para ello, observemos lo siguiente:

Los datos dados se corresponden con dos lados y el angulo que ellos forman, y
el dato que debemos encontrar es el lado restante. Estamos en las condiciones de
aplicar Teorema de Coseno (aunque claramente cualquiera de los dos teoremas nos

llevaria, tarde o temprano, a un resultado). Llamemos H a la distancia entre ambas
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casas de donde tenemos:
H? = 15002 + 8002 — 2 - 1500 - 800 - cos (70°)

H = /2069151, 656

H = 1438, 454

Luego, la distancia que separa ambas casas es de 1438, 454 metros.

Ejercicio 4.24. La sombra de un arbol mide 50m y el angulo que forman los rayos
del sol con el suelo es de 45°. ;Cuél es la altura del arbol?

Solucion: el arbol mide 50m.

Ejercicio 4.25. Resolver el siguiente triangulo rectdngulo sabiendo que uno de sus
angulos mide 30° y que la altura correspondiente a la hipotenusa mide 2cm. Calcular
ademas su area y perimetro.

N
Q
3

Ll 300
hipotenusa

Ejercicio 4.26. Una antena que se encuentra a la orilla de un rio tiene una altura
de 30m sobre el nivel del agua. Desde un punto opuesto (al mismo nivel pero en la
otra orilla) se observa la parte mds alta de la antena con un angulo de elevacion de

30°. ;Cual es el ancho del rio?
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Ejercicio 4.27. En un terreno horizontal se divisa una torre desde un punto A bajo
un angulo de 30°. Al aproximarse 20m se llega a un punto B, desde el que se observa
la torre bajo un angulo de 45°. Calcular la altura de la torre.

Solucion: la torre mide aproximadamente 27, 3m.

Ejercicio 4.28. Los brazos de un compas, que miden 12cm, forman un éangulo de
50° ;Cudl es el radio de la circunferencia que puede trazarse con esa abertura?

Solucién: el radio de la circunferencia sera aproximadamente de 10, 14 cm.
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